Двоичное дерево поиска
Двоичное дерево поиска. Структура узла дерева. Основные операции: вставка, поиск, удаление. Поиск максимального и минимального элемента. Поиск следующего и предыдущего элемента. Обходы деревьев: центрированный, прямой и обратный. Рекурсивный и нерекурсивный обход.
Двоичное дерево поиска (англ. binary search tree, BST) – это двоичное дерево, для которого выполняются следующие дополнительные условия (свойства дерева поиска):

· Оба поддерева – левое и правое, являются двоичными деревьями поиска.

· У всех узлов левого поддерева произвольного узла x значения ключей данных меньше, нежели значение ключа данных узла x.

· У всех узлов правого поддерева произвольного узла x значения ключей данных больше, нежели значение ключа данных узла x.
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Очевидно, данные в каждом узле должны обладать ключами на которых определена операция сравнения меньше. Как правило, информация, представляющая каждый узел, является записью, а не единственным полем данных. Однако, это касается реализации, а не природы двоичного дерева поиска.
Узлами (вершинами) двоичного дерева поиска являются структуры вида
struct tree

{

  int data;

  struct tree *left, *right, *parent;

};
Здесь data – некоторые данные привязанные к узлу, left и right – указатели на узлы, являющиеся детьми данного узла – левый и правый сыновья соответственно. Для оптимизации алгоритмов конкретные реализации предполагают также определения в каждом узле поля parent – ссылки на родительский элемент.
Данные data могут обладать ключом key, на котором определена операция сравнения "меньше". В конкретных реализациях это может быть пара (key, value) – (ключ и значение), или ссылка на такую пару, или простое определение операции сравнения на необходимой структуре данных или ссылке на неё.
Для любого узла x выполняются свойства дерева поиска: key[left[x]] < key[x] ≤ key[right[x]], т. е. ключи данных родительского узла больше ключей данных левого сына и нестрого меньше ключей данных правого.
Основным преимуществом двоичного дерева поиска перед другими структурами данных является возможная высокая эффективность реализации основанных на нём алгоритмов поиска и сортировки.
Основные операции в двоичном дереве поиска

Базовый интерфейс двоичного дерева поиска состоит из трех операций:

Insert(key, value) – добавление в дерево пары (key, value).

Remove(key) – удаление узла, в котором хранится пара (key, value).
Find(key) – поиск узла, в котором хранится пара (key, value).

В дальнейшем для простоты реализации будем рассматривать деревья, в которых ключем (и одновременно данными) является целочисленная переменная data.
Добавление элемента (Insert)
Дано: дерево T и данные data 
Задача: добавить данные data в дерево Т.
void insert(struct tree *&T,int data)

{

  // Если дерево пусто, заменить его на дерево с одним 

  // корневым узлом (data, null, null) и остановиться.

  if (!T) 

  {

    T = new tree;

    T->data = data; T->left = T->right = 0;

    return;

  }

  // Иначе сравнить data с ключом корневого узла T->data.

  if (data < T->data) 

  // Если data < T->data, рекурсивно добавить data в левое поддерево Т.


  insert(T->left,data); 

  // Если data >= T->data, рекурсивно добавить data в правое поддерево Т.

  else insert(T->right,data);

}
Функция insert принимает ссылку на указатель T, чтобы вместе с T изменялся и указатель, который передается в качестве аргумента. 
Если необходимо реализовать вставку элемента с поддержкой родительского указателя, то функции вставки следует передавать укзатель Prev, являющийся родителем T.
void Insert(struct tree *&T, struct tree *Prev, int data)

{

  // Если дерево пусто, заменить его на дерево 

  // с одним корневым узлом (data, null, null) и остановиться.

  if (!T) 

  {

    T = new tree;

    T->data = data; T->left = T->right = NULL;

    T->parent = Prev;

    return;

  }

  // Иначе сравнить data с ключом корневого узла T->data.

  if (data < T->data) 

  // Если data < T->data, рекурсивно добавить data в левое поддерево Т.

     Insert(T->left,T,data); 

  // Если data >= T->data, рекурсивно добавить data в правое поддерево Т.

  else Insert(T->right,T,data);

}

При этом вставка вершины с ключом data в дерево t будет производиться командой

Insert(t,(struct tree *)NULL,data)
Поиск элемента (Find)
Дано: дерево T и данные data 
Задача: найти узел с данными data в дереве Т и вернуть на него указатель.
struct tree *Find(struct tree *T, int data)

{

  // Если дерево пусто, то вернуть NULL
  if (T == NULL) return NULL;

  // Если данные найдены, то вернуть указатель на узел
  if (data == T->data) return T;

  // Иначе продолжить поиск данных в левом или правом поддереве
  if (data < T->data) return Find(T->left,data);

  else return Find(T->right,data);

}

Начиная от корня, сравниваем данные data с данными, хранящимися в вершине. Если они равны, то поиск завершается. Если data < T → data, то поиск продолжается в левом поддереве. Иначе в правом. Длина пути поиска не превосходит высоты дерева. 
Поиск наименьшего и наибольшего элементов

Для нахождения наименьшего элемента следует двигаться в левое поддерево до тех пор, пока не дойдем до вершины, указатель которой на левое поддерево равен NULL..
struct tree *Minimum(struct tree *T)

{

  if (T == NULL) return T;

  // Пока есть левое поддерево, идем туда

  while(T->left != NULL) T = T->left;

  return T;

}

Для нахождения наибольшего элемента следует двигаться в правое поддерево до тех пор, пока не дойдем до вершины, указатель которой на правое поддерево равен NULL..

struct tree *Maximum(struct tree *T)

{

  if (T == NULL) return T;

  // Пока есть правое поддерево, идем туда

  while(T->right != NULL) T = T->right;

  return T;

}

Поиск следующего и предыдущего элемента

Если правое поддерево T непусто, то следующим элементом будет минимальный элемент правого поддерева. Иначе следует двигаться вверх до тех пор, пока не найдем вершину, являющуюся левым сыном своего родителя. Этот родитель и будет следующим элементом.
struct tree *Next(struct tree *T)

{

  // Если имеется правое поддерево, то следующим элементом является

  // минимум правого поддерева 

  if (T->right != NULL) return Minimum(T->right);

  // Иначе следует подниматься по дереву до тех пор, 

  // пока не встретим узел, который является

  // левым узлом своего родителя

  struct tree *Prev = T->parent;

  while((Prev != NULL) && (T == Prev->right))

    T = Prev, Prev = Prev->parent;

  return Prev;

}
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Если левое поддерево T непусто, то предыдущим элементом будет максимальный элемент левого поддерева. Иначе следует двигаться вверх до тех пор, пока не найдем вершину, являющуюся правым сыном своего родителя. Этот родитель и будет предыдущим элементом.
struct tree *Prev(struct tree *T)

{

  // Если имеется левое поддерево, то предыдущим элементом является

  // максимум левого поддерева 

  if (T->left != NULL) return Maximum(T->left);

  // Иначе следует подниматься по дереву до тех пор, 

  // пока не встретим узел, который является

  // правым узлом своего родителя

  struct tree *Prev = T->parent;

  while((Prev != NULL) && (T == Prev->left))

    T = Prev, Prev = Prev->parent;

  return Prev;

}
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Удаление элемента (Delete)

Дано: дерево T и данные data 
Задача: удалить вершину с данными data из дерева Т.
Пусть z – удаляемая вершина. При ее удалении возможны три случая:

1. Если у z нет детей, то для удаления z достаточно поместить NULL в соответствующее поле ее родителя.
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2. Если у z один ребенок, то можно вырезать z, соединив ее родителя напрямую с ее ребенком.
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3. Пусть z имеет двоих детей. Ищем следующий за z элемент y. У него нет левого ребенка. Копируем данные из вершины y в вершину z, а саму вершину y удаляем выше описанным способом.
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void Delete(struct tree *&T, int data)

{

  struct tree *&p = T->parent, *x, *y, *z = T ;

  if (T == NULL) return;

  if (data < T->data) Delete(T->left,data); else 

  if (data > T->data) Delete(T->right,data); else 

  {

    // y - вершина, которая будет удаляться  

    if ((T->left == NULL) || (T->right == NULL)) y = T; else y = Next(T);

    // y содержит не более одного ребенка

    // x - ребенок вершины y, или NULL если детей у нее не существует

    if (y->left != NULL) x = y->left; else x = y->right;

    // если y имеет ребенка (x не NULL), то родителем x следует установить 

    // родителя y
    if (x != NULL) x->parent = y->parent;

    // если удаляемая вершина y является корнем, то сделаем корнем х

    if (y->parent == NULL) T = x; else 

    {

      // иначе следует переустановить указатели родителя y
      if (y == y->parent->left) y->parent->left = x;

      else y->parent->right = x;

      // физически удаляться будет вершина y, копируем ее содержимое в 

      // удаляемую вершину z

      if (y != z) z->data = y->data;

    }

    delete(y);

  }

}

Обходы деревьев

Далее приведены три обхода дерева: 
InOrder – центрированный обход: посещается левое поддерево, корень, правое поддерево;

PreOrder – прямой: посещается корень, левое поддерево, правое поддерево;
PostOrder – обратный: посещается левое поддерево, правое поддерево, корень;

void InOrder(struct tree *t)

{

  if (!t) return;

  InOrder(t->left); printf("%d ",t->data); InOrder(t->right);

}

void PreOrder(struct tree *t)

{

  if (!t) return;

  printf("%d ",t->data); PreOrder(t->left); PreOrder(t->right);

}

void PostOrder(struct tree *t)

{

  if (!t) return;

  PostOrder(t->left); PostOrder(t->right); printf("%d ",t->data);

}

Пример нерекурсивного (с использованием стека) центрированного (InOrder) обхода.

Текущий указатель current устанавливаем в корень. Двигаемся к левому сыну, занося вершины в стек. Когда установится current = NULL (достигли листа), извлекаем из стека элемент и присваиваем его значению current. Выводим его данные, переходим в его правого ребенка и повторяем процесс заново.
void InOrderNR(TreeNode *t)

{

  if (t == NULL) return;

  stack<TreeNode *> s;

  TreeNode *current = t;

  while(!s.empty() || current)

  {

    if (current) 

    {

      s.push(current);

      current = current->left;

    } else 

    {

      current = s.top();

      s.pop();

      printf("%d ",current->data);

      current = current->right;

    }

  }

}

Пример нерекурсивного (с использованием стека) прямого (PreOrder) обхода.
1. Положить корень дерева в стек

2. Пока стек не пустой

а) извлекаем и выводим вершину из стека;

б) заносим в стек правого и левого сына этой вершины;

void PreOrderNR(TreeNode *t)

{

  if (t == NULL) return;

  stack<struct TreeNode *> s;

  s.push(t);

  while(!s.empty())

  {

    TreeNode *node = s.top(); s.pop();

    printf("%d ",node->data);

    if (node->right != NULL) s.push(node->right);

    if (node->left  != NULL) s.push(node->left);

  }

}

Пример нерекурсивного (с использованием двух стеков) обратного (PostOrder) обхода. 

1. Положить корень дерева в первый стек

2. Пока первый стек не пустой

а) извлекаем вершину из первого стека и заносим ее во второй;

б) заносим в первый стек левого и правого сына этой вершины;

3. Извлекаем и выводим на печать элементы второго стека.

void PostOrderNR(TreeNode *t)

{

  if (t == NULL) return;

  stack<TreeNode *> s;

  stack<TreeNode *> output;

  s.push(t);

  while(!s.empty())

  {

    TreeNode *node = s.top(); s.pop();

    output.push(node);

    if (node->left  != NULL) s.push(node->left);

    if (node->right != NULL) s.push(node->right);

  }

  while(!output.empty())

  {

    printf("%d ",output.top()->data);

    output.pop();

  }

}

Рассмотрим порядок обхода дерева на примере:
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PreOrder: 9, 4, 3, 6, 16, 12, 24.

InOrder: 3, 4, 6, 9, 12, 16, 24.

PostOrder: 3, 6, 4, 12, 24, 16, 9.
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