Система непересекающихся множеств
Пусть имеется несколько элементов, каждый из которых находится в некотором отдельном (своём собственном) множестве. Структура данных система непересекающихся множеств (disjoint-set-union) поддерживает следующие операции:

1. объединение двух каких-либо множеств

2. определение множества, в котором находится заданный элемент

3. создание нового элемента, который помещается в отдельное множество
Множества элементов будем хранить в виде деревьев: одно дерево соответствует одному множеству. Корень дерева – это представитель (лидер) множества. Каждая вершина дерева содержит указатель на отца. Указатель вершины – представителя множества направлен на нее саму. 

Пример. Рассмотрим систему из трех множеств {1, 3, 5}, {2, 6}, {4, 7, 8}.
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Представителями первого, второго и третьего множества соответственно являются вершины 1, 2 и 7.
Множества удобно хранить не в виде деревьев, а в одном массиве предков parent. Каждый его элемент содержит ссылку на его предка в дереве. Для корней деревьев предком будут они сами. Например, для выше приведенных множеств массив parent будет иметь вид:
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Вершины 1, 2 и 7, отвечающие корням деревьям, покрашены желтым. 
Интерфейс системы непересекающихся множеств состоит из трёх операций:
make_set(v) – добавляет новый элемент v, помещая его в новое одноэлементное множество.

void make_set(int v) 

{

  parent[v] = v;

}

Repr(v) – возвращает представителя множества, в котором находится элемент v. Он выбирается в каждом множестве самой структурой данных и может меняться с течением времени. Для нахождения представителя множества следует двигаться из вершины по указателям до тех пор, пока очередной указатель вершины не будет указывать на саму вершину.
int Repr(int v)

{

  while (v != parent[v]) v = parent[v];

  return v;  

}
Union(x, y) – объединяет два множества, в которых находятся элементы x и y. Если элементы принадлежат одному множеству (они имеют одинакового представителя), то ничего не делаем. Иначе присоединяем одно дерево к другому, объявив например предком вершины x1  (представителя x) вершину y1 (представителя y).

void Union(int x, int y)

{

  int x1 = Repr(x), y1 = Repr(y);

  if (x1 == y1) return;

  parent[x1] = y1;

}

Пример. Объединим множества {1, 3, 5} и {4, 7, 8} из выше приведенного примера, выполнив функцию Union(3, 8). Представителем 3 является 1. Представителем 8 является 7. Поскольку представители разные, объявим вершину 7 предком вершины 1. После объединения получим множество {1, 3, 4, 5, 7, 8}.
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Приведенная реализация системы непересекающихся множеств неэффективна. Можно привести пример, когда после нескольких объединений множеств получится дерево, выродившееся в длинную цепочку. В таком случае время работы процедуры нахождения представителя множества Repr составит O(n), где n – количество вершин в дереве.
Эвристика сжатия пути

Эвристика сжатия пути предназначена для ускорения работы функции Repr. После вызова  Repr(v) найдём представителя p множества, содержащего v. Двигаясь по указателям от v до p, будем отмечать, что у вершины v и всех пройденных по пути вершин представителем является именно p. Это можно сделать, перенаправив их указатели непосредственно на p.

int Repr(int v)

{

  if (v == parent[v]) return v;

  return parent[v] = Repr(parent[v]);

}

В результате рекурсивных вызовов находится представитель множества, а затем в процессе обратной раскрутки рекурсии этот представитель присваивается указателям для всех пройденных элементов на пути.

Теперь parent – это сжатый массив предков, так как для каждой вершины в нем хранится не непосредственный предок, а предок предка, предок предка предка, и так далее. К массиву  parent следует подходить именно как к массиву предков, возможно, частично сжатому.

Пример. Слева на рисунке задано некоторое множество. Справа на рисунке отображено это же множество после вызова функции Repr(6).
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Эвристика объединения по рангу

Эвристика объединения по рангу способна ускорить время работы алгоритма. Она заключается в небольшом изменении работы Union: решать какое дерево будет присоединено к какому будем на основе рангов.

Рангом дерева можно считать либо количество вершин в нём, либо его глубину. В обоих случаях эвристика состоит в том, чтобы при выполнении объединения множеств присоединять дерево с меньшим рангом к дереву с большим рангом.
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Рассмотрим реализацию ранговой эвристики на основе размеров деревьев. В ячейке size[v] содержится размер поддерева с корнем v. 
void make_set (int v) 

{

  parent[v] = v;

  size[v] = 1;

}

void Union(int x, int y)

{

  x = Repr(x), y = Repr(y);

  if (x == y) return;

  if (size[x] < size[y]) swap(x,y);
Дерево с корнем y подсоединяется к x. Размер дерева с корнем x увеличивается на величину присоединяемого дерева с корнем y.

  parent[y] = x;

  size[x] += size[y];

}

Рассмотрим реализацию ранговой эвристики на основе глубины деревьев. В ячейке depth[v] содержится глубина поддерева с корнем v. Глубина дерева с одной вершиной считается равной нулю. 

void make_set (int v) 

{

  parent[v] = v;

  depth[v] = 0;

}

void Union(int x, int y)

{

  x = Repr(x), y = Repr(y);

  if (x == y) return;

  if (depth[x] < depth[y]) swap(x,y);

К дереву с корнем x присоединяется дерево с корнем y.

  parent[y] = x;

  if (depth[x] == depth[y]) depth[x]++;

}

Оба варианта ранговой эвристики являются эквивалентными с точки зрения асимптотики, поэтому на практике можно применять любую из них.

Теорема (Тарьян, 1975). При совместном применении эвристик сжатия пути и объединения по рангу время работы на один запрос получается O(a(n)) в среднем, где a(n) – обратная функция Аккермана, которая растёт очень медленно. Настолько медленно, что для всех разумных ограничений n она не превосходит 4 (примерно для n ≤ 10600).

Поэтому уместно говорить, что время работы системы непересекающихся множеств практически константно.
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