ДЕРЕВО ФЕНВИКА
В статье рассматривается структура данных, которая позволяет находить сумму соседних элементов массива, а также модифицировать их за логарифмическое время. Такую структуру называют сумматором, в статье она реализована при помощи дерева Фенвика.

Дерево Фенвика – это структура данных на массиве длины n, которая позволяет совершать следующие операции:
1. Найти значение некоторой заданной функции f на любом отрезке [L; R] за время O(log2n);
2. Изменять значение любого элемента массива за O(log2n);
3. Требует O(n) памяти, а именно столько, сколько необходимо для хранения массива из n элементов;
Далее в качестве  f будем рассматривать функцию суммирования.

Пусть имеется массив чисел a[0 ... n – 1]. Деревом Фенвика является массив t[0 ... n – 1], в каждом элементе которого хранится сумма некоторых элементов массива а:
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 = a[F(i)] + a[F(i) + 1] + … + a[i],
где F(i) – некоторая функция. От ее выбора будет зависеть скорость выполнения основных операций (нахождение суммы на отрезке и модификация элемента массива). Нас интересует такой выбор F, при котором указанные операции будут выполняться за логарифмическое время O(log2n).
Определим F(x) = x & (x + 1), где через ‘&’ обозначена операция побитового “и”. Рассмотрим двоичную запись числа x и посмотрим на его младший бит. Если он равен 0, то F(x) = x. Иначе число x оканчивается группой из одной или нескольких единиц. Заменим все эти единицы на нули и присвоим полученное число значению F(x).

Пример 1. В следующей таблице приведены примеры вычисления функции F(x).

	x
	бинарное представление числа x
	бинарное представление числа F(x)
	F(x)

	14
	1110
	1110
	14

	31
	11111
	00000
	0

	47
	101111
	100000
	32

	75
	1001011
	1001000
	72


Упражнение 1. Вычислить F(x), где 

a) x = 16;   b) x = 19;    c) x = 25;    d) x = 119;   e) x = 127;

Рассмотрим функцию sum(r), которая вычисляет сумму элементов массива a на отрезке [0 .. r]. Вместо того чтобы двигаться по всем элементам массива а, будем двигаться по массиву t, совершая прыжки через отрезки там, где это возможно. Поскольку 

t[r] = a[F(r)] + a[F(r) + 1] + … + a[r],

то 

sum(r) = (a[0]  + a[1] + … + a[F(r) – 1]) + (a[F(r)] + a[F(r) + 1] + … + a[r]) =

= sum(F(r) – 1) + t[r] = 

sum(F(F(r) – 1) – 1) + t[F(r) – 1] + t[r] = …
Указанная сумма расписывается до тех пор, пока значение F(…(F(F(r) – 1) – 1) …) не станет равным нулю. То есть sum(r) состоит из сумм элементов массива а на отрезках [F(r); r], [F(F(r) – 1); F(r) – 1] и так далее.
Значение sum(r) можно также записать в виде суммы:

sum(r) = 
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где r0 = r, ri+1 = F(ri) – 1 = (ri & (ri + 1)) – 1.
Пример 2. Рассмотрим процесс вычисления sum(14):
	ri
	F(ri)
	ri+1 = F(ri) – 1

	14 = 11102
	11102 = 14
	13

	13 = 11012
	11002 = 12
	11

	11 = 10112
	10002 = 8
	7

	7 = 1112
	0002 = 0
	стоп


Из таблицы следует, что sum(14) = t14 + t13 + t11 + t7. Или то же самое, что суммируются интервалы: sum(14) = a[14..14] + a[12..13] + a[8..11] + a[0..7].
Упражнение 2. Расписать значение sum(x) в виде суммы 
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, где 

a) x = 5;    b) x = 11;    c) x = 43; 

Представить sum(x) в виде суммы интервалов массива а как показано в примере 2.
Следующий рисунок показывает, что хранится в массиве t (дереве Фенвика). Клетка i - ой строки и k - го столбца черная, если a[i] входит в частичную сумму tk, то есть 
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Аналогично можно утверждать, например, что a[2] входит в качестве слагаемого в t2, t3, t7.
Пример 3. Поскольку F(9) = 8, то t9 = a[8] + a[9]. 

Так как F(11) = 8, то t11 = a[8] + a[9] + a[10] + a[11].

Упражнение 3. Представить значение tx в виде суммы элементов массива а, если 
a) x = 15;    b) x = 21;    c) x = 47;    d) x = 50;
Для дальнейшего изложения материала нам понадобится функция H(x) = x | (x + 1), которая заменяет последний 0 в двоичном представлении числа  x на 1. Через ‘|’ здесь обозначена операция побитового “или”.
Пример 4. В следующей таблице приведены примеры вычисления функции H(x).

	x
	бинарное представление числа x
	бинарное представление числа x + 1
	H(x)

	14
	1110
	1111
	11112 = 15

	9
	1001
	1010
	10112 = 11

	43
	101011
	101100
	1011112 = 47

	47
	101111
	110000
	1111112 = 63

	15
	1111
	10000
	111112 = 31


Упражнение 4. Вычислить H(x), где 

a) x = 16;   b) x = 21;    c) x = 31;    d) x = 60;   e) x = 1;

Рассмотрим, как имея число i, быстро находить такие числа k, что 
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. Все такие числа k получаются из i последовательными заменами самого правого (младшего) нуля в двоичном представлении. 

Пример 5. Пусть i = 8 = 10002. Найдем такие k, для которых 
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Последовательно заменяя последний 0 в двоичном представлении i на 1, получим числа: 10012 = 9,  10112 = 11, 11112 = 15, 111112 = 31, 1111112 = 63  и так далее. Следовательно a[8] будет содержаться в t8, t9, t11, t15, t31 t63 и так далее.

Пусть i = 53 = 1101012. Аналогично заменяя последовательно по одному последнему нулю, получим числа: 1101112 = 55,  1111112 = 63, 11111112 = 127  и так далее. Следовательно a[53] содержится в t53, t55, t63, t127 и так далее.
Упражнение 5. Для каждого из следующих значений i найти такие k, для которых 
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a) i = 4;    b) i = 11;    c) i = 25;

Для увеличения значения a[i] на delta необходимо добавить delta ко всем tk, в которые входит a[i] в качестве слагаемого. Например, для увеличения a[8] на 1, необходимо прибавить 1 к t8, t9, t11, t15, t31, … .
Таким образом, для выполнения операции a[i] = a[i] + delta необходимо прибавить delta к 
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, где k0 = i, kj+1 = H(kj) = kj | (kj + 1). Цикл добавления delta завершается как только kp+1 станет большим n – 1.
Пример 6. Пусть имеется массив чисел а длины n = 100 (ячейки массива пронумерованы от 0 до 99). Необходимо добавить единицу к a[17]. Какие элементы массива t необходимо увеличить на единицу?

Действуя таким же образом, как и в примере 5, запишем число 17 в двоичном коде: 17 = 100012, то есть k0 = 17, и первым значением которое надо увеличить на 1, будет t17. Остальные шаги алгоритма представлены в таблице:

	j
	kj
	kj+1 = H(kj) = kj | (kj + 1)
	увеличиваемое значение

	0
	17 = 100012
	19 = 100112
	t17

	1
	19 = 100112
	23 = 101112
	t19

	2
	23 = 101112
	31 = 111112
	t23

	3
	31 = 111112
	63 = 1111112
	t31

	4
	63 = 1111112
	127 = 11111112
	t63

	5
	127 = 11111112
	cтоп, так как k5 = 127 > 99 = n – 1


Упражнение 6. Пусть имеется массив чисел а длины n = 150 (ячейки массива пронумерованы от 0 до 149). Необходимо добавить единицу к a[41]. Какие элементы массива t необходимо увеличить на единицу?
Далее представлены функции, работающие с деревом Фенвика.

vector<int> t;

int n;

// инициализация массива t - дерева Фенвика
void init (int nn)

{

  n = nn;

  t.assign (n, 0);

}

// a[0] + a[1] + ... + a[r]
int sum (int r)

{

  int result = 0;

  for (; r >= 0; r = (r & (r+1)) - 1)

    result += t[r];

  return result;

}

// a[i] = a[i] + delta
void inc (int i, int delta)

{

  for (; i < n; i = (i | (i+1)))

    t[i] += delta;

}

// a[l] + a[l+1] + ... + a[r]
int sum (int l, int r)

{

  return sum (r) - sum (l-1);

}

Далее рассмотрим решение задачи “Внутренние вершины”, взятой с полуфиналов чемпионата мира ACM, предложенной в 2005 году в северо-восточном европейском регионе, северный подрегион. Задачу можно найти, например, на сайте http://acm.tju.edu.cn/toj, где она расположена под номером 2731.

Условие задачи. В узлах бесконечной квадратной сетки расположены белые и черные вершины. Вершина V называется внутренней, если она является одновременно горизонтально и вертикально внутренней. Вершина V называется горизонтально внутренней, если в ее ряду существуют такие две черные вершины, что V находится между ними. Аналогично вершина V называется вертикально внутренней, если в ее столбце существуют такие две черные вершины, что V находится между ними.

На каждом шаге процесса перекрашивания все белые внутренние вершины становятся черными, а черные вершины сохраняют свой цвет. Процесс завершается, когда все внутренние вершины становятся черными. Вычислить количество черных вершин на сетке после окончания процесса перекрашиваний.

Вход. Первая строка содержит количество черных вершин n (0  n  100000). Следующие n строк описывают координаты черных вершин. Координаты вершин не превосходят 109 по абсолютному значению.

Выход. Вывести количество черных вершин на сетке после окончания процесса перекрашивания. Если процесс перекрашивания никогда не завершится, вывести -1.

Пример входа

4

0 2

2 0

-2 0

0 -2

Пример выхода

5
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Анализ алгоритма

Поскольку количество входных черных вершин не велико (порядка 105), а координаты вершин имеют порядок 109, то изначально следует провести сжатие координат: например, перенумеровать координаты таким образом, чтобы абсциссы и ординаты лежали в промежутке от 1 до 105.

Рассмотрим, например, следующий набор входных данных:


8

1 -4

-3 -3

5 3

3 -1

1 3

-1 -1

5 -3

7 -1

Возле каждой точки на рисунке указан ее порядковый номер (начиная с нуля). Отсортируем абсциссы и ординаты точек по возрастанию, после чего введем новую нумерацию абсцисс и ординат, начиная с единицы.

	новые абсциссы
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	текущие абсциссы (x)
	–3 
	–1
	1
	3
	5
	7

	текущие ординаты (y)
	–4
	–3
	–1
	3
	
	

	новые ординаты
	1
	2
	3
	4
	
	


Таким образом, точка (–3, –3) будет переименована в (1, 2), а точка (1, 3) в (3, 4). После описанного сжатия координат исходные точки будут расположены на координатной плоскости следующим образом:


Пусть xmax – максимальная абсцисса точек после преобразования координат, ymax – максимальная ордината точек. Таким образом, координаты любой точки (xi, yi) удовлетворяют неравенствам: 1 ≤ xi ≤ xmax и 1 ≤ yi ≤ ymax.

Для каждой абсциссы xi соединим отрезком две крайние черные точки (с минимальной и максимальной ординатой) с абсциссами xi. Такие же отрезки проведем и для каждой ординаты yi. Получим следующую картинку:


Например, с абсциссой x = 1 существует только одна черная точка с ординатой 2, поэтому будем считать, что для абсциссы x = 1 построен вырожденный отрезок [2; 2]. То же самое касается и абсцисс x = 2, x = 4, x = 6. Для абсциссы x = 3 получим отрезок [1; 4], а для x = 5 отрезок [2; 4].

	абсцисса
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	отрезок
	[2; 2]
	[3; 3]
	[1; 4]
	[3; 3]
	[2; 4]
	[3; 3]


Соответствующие отрезки для каждой из ординат имеют вид:

	ордината
	1
	2
	3
	4

	отрезок
	[3; 3]
	[1; 5]
	[2; 6]
	[3; 5]


Если отобразить вырожденные отрезки, то приведенная выше картинка будет иметь следующий вид:


Из рисунка видно, что существует в точности 11 точек пересечения отрезков:

· одна точка по ординате y = 1 (абсцисса x = 3);

· три точки по ординате y = 2 (абсциссы x = 1, 3, 5);

· пять точек по ординате y = 3 (абсциссы x = 2, 3, 4, 5, 6);

· две точки по ординате y = 4 (абсциссы x = 3, 5);

Утверждение. Точка, лежащая на пересечении любых двух отрезков, построенных описанным образом, на каком-то этапе преобразований обязательно станет черной (если она таковой не была изначально).

Утверждение. Количество черных точек после окончания процесса перекрашиваний равно количеству точек пересечений указанных отрезков. Перекрашивания на каком-то этапе обязательно завершатся, так как ни одна точка вне прямоугольника [1… xmax, 1… ymax] не может стать черной.

Утверждение. Количество точек пересечения вертикальных и горизонтальных отрезков можно найти при помощи техники заметания прямой. Будем, например, двигать прямую параллельно оси абсцисс, начиная с ординаты 1 и заканчивая ординатой ymax.

Реализация алгоритма

Количество точек считываем в переменную n. Абсциссы точек сохраняем в массиве xc, ординаты – в массиве yc. Зеленым цветом будем указывать состояния переменных программы, запущенной на рассмотренном выше примере.

  scanf("%d",&n); 

  for(i = 0; i < n; i++)

  {

    scanf("%d %d",&xx,&yy);

    xc.push_back(xx);yc.push_back(yy);

  }

  // xc[8] = (1, -3,5, 3,1,-1, 5, 7)
  // yc[8] = (-4,-3,3,-1,3,-1,-3,-1)

Объявим множество set<int> temp, при помощи которого будем сортировать координаты и совершать сжатие координат (сначала абсцисс, потом ординат). Занесем абсциссы точек во множество temp, после чего поставим им во взаимно однозначное соответствие натуральные числа, начиная с 1. Новые абсциссы сохраняем в отображении map<int,int> xn.

  for(i = 0; i < xc.size(); i++) temp.insert(xc[i]);

  for(Cnt = 1, iter = temp.begin(); iter != temp.end(); iter++)

    xn[*iter] = Cnt++;

  //xn[6] = ((-3,1),(-1,2),(1,3),(3,4),(5,5),(7,6))

Новые ординаты точек сохраняем в отображении map<int,int> yn.

  for(temp.clear(),i = 0; i < yc.size(); i++) temp.insert(yc[i]);

  for(Cnt = 1, iter = temp.begin(); iter != temp.end(); iter++)

    yn[*iter] = Cnt++;

  // yn[4] = ((-4,1),(-3,2),(-1,3),(3,4))
Занесем новые координаты точек в массив vector<pair<int,int> > p:

  for(i = 0; i < n; i++)

    p.push_back(make_pair(xn[xc[i]],yn[yc[i]]));
  // p[8] = ((3,1),(1,2),(5,4),(4,3),(3,4),(2,3),(5,2),(6,3))
Количество входных черных вершин не более 105, следовательно, длины отображений xn и yn будут не более 100000. Максимальные и минимальные значения ординат для каждой абсциссы храним в массивах vector<int> MinY(MAX,INF), MaxY(MAX,-1), где значение INF установим равным 106, а MAX равным 105 + 1. Соответственно максимальные и минимальные значения абсцисс для каждой ординаты храним в массивах vector<int> MinX(MAX,INF), MaxX(MAX,-1).

  for(i = 0; i < n; i++)

  {

    if (p[i].second < MinY[p[i].first])  MinY[p[i].first] = p[i].second;

    if (p[i].second > MaxY[p[i].first])  MaxY[p[i].first] = p[i].second;

    if (p[i].first <  MinX[p[i].second]) MinX[p[i].second] = p[i].first;

    if (p[i].first >  MaxX[p[i].second]) MaxX[p[i].second] = p[i].first;

  }

// MinY[100001] = (1000000,2,3,1,3,2,3,1000000,...)
// MaxY[100001] = (-1,     2,3,4,3,4,3,-1,...)

// MinX[100001] = (1000000,3,1,2,3,1000000,...)

// MaxX[100001] = (-1,     3,5,6,5,-1,...)

Занесем в отображение map<int,vector<int> > m следующую  информацию: с каждой ординатой yi (для нашего теста таких ординат четыре: 1, 2, 3, 4) свяжем массив, содержащий абсциссы точек с ординатой yi. При этом абсциссы будем записывать со знаком плюс, если они соответствуют нижней точке вертикального отрезка и минус, если верхней.

Например, рассмотрим горизонталь y = 2. На ней начинаются отрезки с абсциссами x = 1 и x = 5. В то же время на горизонтали y = 2 заканчивается отрезок с абсциссой x = 1. Таким образом, ординате 2 необходимо поставить в соответствие массив {1, 5, –1}.

  for(i = 1; MinY[i] != INF; i++)

    m[MinY[i]].push_back(i);

  for(i = 1; MaxY[i] != -1; i++)

    m[MaxY[i]].push_back(-i);

  // m[4] = ((1,[1](3)),(2,[3](1,5,-1)),(3,[6](2,4,6,-2,-4,-6)),

             (4,[2](-3,-5)))
Остается найти количество точек пересечения отрезков, используя метод заметания прямой. Для хранения информации о состоянии прямой будем использовать дерево Фенвика. Реализуем следующие функции обработки массива а:

· функция void inc(int i, int delta) увеличивает элемент a[i] на delta;

· функция int sum(int l, int r) возвращает сумму a[l] + a[l + 1] + … + a[r];

Будем двигать прямую параллельно оси абсцисс вверх, начиная с ординаты i = 1. То есть последовательно просматривать вектора m[1], m[2], m[3], … . В переменной res накапливаем количество точек пересечения отрезков.

Значения m[i] присваиваются вектору temp и просматриваются слева направо. Если значение temp[j] > 0, то в точке (temp[j], i) начинается вертикальный отрезок. Увеличиваем на единицу temp[j] - ую ячейку массива a.
  res = 0;

  for(i = 1; MinX[i] != INF; i++)

  {

    vector<int> temp = m[i];

    for(j = 0; j < temp.size(); j++)

      if (temp[j] > 0) inc(temp[j],1);

Находим количество точек пересечения, имеющих ординату i, выполняя запрос sum(MinX[i],MaxX[i]) и добавляем возвращаемое значение к res.

    res += sum(MinX[i],MaxX[i]);

Снова просматриваем массив temp слева направо. Если temp[j] < 0, то в точке (temp[j], i) заканчивается вертикальный отрезок. Уменьшаем на единицу –temp[j] - ый элемент массива a.

    for(j = 0; j < temp.size(); j++)

      if (temp[j] < 0) inc(-temp[j],-1);

  }

Выводим результат на печать.

  printf("%d\n",res);

ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ

1. a) 16, b) 16, c) 24, d) 112, e) 0.
2. a) x = 5.

	ri
	F(ri)
	ri+1 = F(ri) – 1

	5 = 1012
	1002 = 4
	3

	3 = 112
	002 = 0
	стоп


   sum(5) = t5 + t3. Или sum(5) = a[4..5] + a[0..3].

   b) x = 11.

	ri
	F(ri)
	ri+1 = F(ri) – 1

	11 = 10112
	10002 = 8
	7

	7 = 1112
	0002 = 0
	стоп


   sum(11) = t11 + t7. Или sum(11) = a[8..11] + a[0..7].

   c) x = 43.

	ri
	F(ri)
	ri+1 = F(ri) – 1

	43 = 1010112
	1010002 = 40
	39

	39 = 1001112
	1000002 = 32
	31

	31 = 111112
	000002 = 0
	стоп


   sum(43) = t43 + t39 + t31. Или sum(43) = a[40..43] + a[32..39] + a[0..31].

3. a) F(15) = 0, поэтому t15 = a[0] + a[1] + … + a[14] + a[15].

   b) F(21) = 20, поэтому t21 = a[20] + a[21].

   c) F(47) = 32, поэтому t47 = a[32] + a[33] + … + a[46] + a[47].

   d) F(50) = 50, поэтому t50 = a[50].

4. 

	x
	бинарное представление числа x
	бинарное представление числа x + 1
	H(x)

	16
	10000
	10001
	100012 = 17

	21
	10101
	10110
	101112 = 23

	31
	11111
	100000
	1111112 = 63

	60
	111100
	111101
	1111012 = 61

	1
	1
	10
	112 = 3


5. a) i = 4 = 1002: 1012 = 5, 1112 = 7, 11112 = 15, 111112 = 31 и так далее. 

        a[4] содержится в t4, t5, t7, t15, t31 и так далее.

    b) i = 11 = 10112: 11112 = 15, 111112 = 31 и так далее. 

        a[11] содержится в t11, t15, t31 и так далее.

    c) i = 25 = 110012: 110112 = 27, 111112 = 31 и так далее. 

        a[25] содержится в t25, t27, t31 и так далее.

6.

	j
	kj
	kj+1 = H(kj) = kj | (kj + 1)
	увеличиваемое значение

	0
	41 = 1010012
	43 = 1010112
	t41

	1
	43 = 1010112
	47 = 1011112
	t43

	2
	47 = 1011112
	63 = 1111112
	t47

	3
	63 = 1111112
	127 = 11111112
	t63

	4
	127 = 11111112
	255 = 111111112
	t127

	5
	255 = 111111112
	cтоп, так как k5 = 255 > 149 = n – 1
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