Групи

Означення. Групою G називається множина елементів з визначеною для кожної пари елементів операцією (яку будемо позначати через *), для якої мають місце наступні властивості:
1) замкненість:  a, b  G a * b 

 G.
2) асоциативність: для всіх a, b, c G a * (b * c) = (a * b) * c
3) існування одиниці: Існує такий елемент e  G, що a * e = e * a = a.

4) існування оберненого елемента: для довільного a  G існує такий елемент b 

 G, що a * b = e.
Означення. Якщо група має скінченну кількість елементів, то вона називається скінченною, а кількість елементів – порядком групи.

Означення. Якщо в групі G для довільних елементів a, b  G має місце рівність a * b = b * a, то група G називається комутативною або абелевою.

Суміжні класи

Означення. Нехай H = {e, h1, h2, …, hn-1} – підгрупа групи G. Множина gH = {ge, gh1, gh2, …, ghn-1}, утворена множенням елементів H зліва на елемент g G, називається лівим суміжним класом групи G по підгрупі H.

Теорема. Нехай H – підгрупа групи G. Тоді h  H має місце hH = H.

Доведення. Нехай H = {e, h1, h2, …, hn-1}. Оскільки підгрупа H замкнута, то hk  H hhk H, тобто hH H. З іншого боку hk  H  = ehk = (h h-1) hk = h (h-1 hk) hH (h-1 hk H), звідки H hH. Таким чином h  H hH = H.

Приклад. Розглянемо групу G = Z11*. Її підгрупою буде H = {3n | n = 
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1,

} = {3, 9, 5, 4, 1}. Виберемо h = 9 та побудуємо лівий суміжний клас hH.

9H = {9 * 3, 9 * 9, 5 * 9, 4 * 9, 1 * 9} = {5, 4, 1, 3, 9} = H.

Теорема. Нехай H – підгрупа групи G. Якщо g1H g2H , то g1H =g2H, де g1, g2 G.

Доведення. Нехай t g1H g2H, тоді h1, h2 H такі що t = g1h1 = g2h2. Розглянемо лівий суміжний клас tH = (g1h1)H = (g2h2)H = g1(h1H) = g2(h2H), звідки g1H = g2H.

Теорема. Нехай H – підгрупа групи G. Тоді g  G |gH| = |H|.
Доведення. Для доведення достатньо показати, що всі елементи в gH різні. Нехай h1 h2 H такі, що gh1 = gh2. Тоді g-1(gh1) = g-1(gh2) або (g-1g)h1 = (g-1g) h2), звідки h1 h2, що суперечить припущенню.

Теорема. Група G розпадається на ліві суміжні класи що неперетинаються по підгрупі H, тобто G = g1H  g2H  …  gsH, де всі g1, g2, …, gs – різні, giH gjH = якщо gi gj.

Доведення. Нехай G = {gk1, gk2, …, gkm}. Очевидно, що G = gk1H  gk2H  …  gkmH. Знищивши з цієї рівності співпадаючі ліві суміжні класи, знаходимо шуканий розклад групи: G = g1H  g2H  …  gsH.

Приклад. Розглянемо групу G = Z11* та її підгрупу H = {3n | n = 
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1,

} = {3, 9, 5, 4, 1}. Якщо побудувати всі можливі ліві суміжні класи hH, h  Z11*, то можна помітити що

H = 3H = 4H = 5H = 9H = {3, 9, 5, 4, 1},

2H = 6H = 7H = 8H = 10H = {6, 7, 10, 8, 2}

Звідси можна записати, що група G розпадається на ліві суміжні класи H та 2H, або 5H та 10H:

G = H  2H або G = 5H  10H
Теорема. Кількість генераторів циклічної групи G = {g, g2, g3, …, gn = e} дорівнює (n).

Доведення. Нехай r  {1, 2, …, n – 1}, НСД(r, n) = 1. Якщо припустити, що настане (gr)k = grk = e для деякого k < n, то r * k = n * t для деякого t, бо n – порядок g. Оскідьки НСД(r, n) = 1, то n ділить k, що суперечить нерівності k < n. Отже |gr| = n.

Нехай НСД(r, n) = s > 1, тобто r = s * p, n = s * q, де НСД(p, q) = 1. Тоді (gr)q = (gsp)q = gspq = (gsq)p = (gn)p = ep = e і порядок |gr| = q < n.

Теорема Лагранжа. Порядок скінченної групи G кратний порядку довільної із її підгруп H:

|G| = |H| * |G : H|,

де |G : H| – ціле число, яке називається індексом підгрупи H в групі G.

Доведення. G = g1H  g2H  …  gsH, де всі g1, g2, …, gs – різні, giH gjH = якщо gi gj. Тоді |G| = |g1H| + |g2H| + … + |gsH| = s * |H|, звідки |G : H| = s.
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