УДК 681.3.06

Медведєв М.Г.

Числа Мерсена

В роботі наводяться останні результати стосовно пошуку великих простих чисел Мерсена, їх властивостей та зв’язку з досконалими числами. Наводяться відкриті проблеми, пов’язані з числами Мерсена.

Багато вчених старовини вважали, що числа вигляду 2n – 1 є простими для простих n. І лише у 1536 році Регіусом було показано складеність числа 211 - 1 = 2047 = 23 * 89. У 1603 році Катаді перевірив простоту числел 217 - 1 і  219 - 1 та хибно стверджував простоту чисел для степеней 23, 29, 31 та 37. У 1640 Ферма показав Катаді, що він помилявся у простоті чисел для степеней 23 та 37, а Ейлер у 1738 показав складеність числа для n = 29. Пізніше Ейлер показав що для n = 31 Катаді був правий.

Французський монах Марін Мерсен (1588 – 1648) показав, що лише при n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257 числа вигляду 2n - 1 є простими (перевірка зроблена для усіх n < 258).

Означення. Числами Мерсена називаються числа вигляду Mn = 2n - 1.

На інтернет сторінці www.mersenne.org [2] проводиться пошук великих чисел Мерсена. Останнє число, знайдене в рамках проекту Джошем Фіндлі 15 травня 2004 року, стало 41-им простим числом Мерсена. Воно дорівнює 224,036,583 – 1, містить 7235733 знаків у десятковому запису та є найбільшим відомим простим числом на теперішній час.

40-ве просте число Мерсена було знайдене Михайлом Шафером 17 листопада 2003 року. Воно дорівнює 220,996,011 - 1 та містить 6320430 знаків у десятковому запису.

Нижче наведено таблицю простих чисел Мерсена включаючи їх номер, рік знаходження та кількість цифр у десятковому представленні.

	Номер числа Мерсена
	Експонента n
(2n -1)
	Рік знаходження
	Кільксть цифр

	1
	2
	500 до н.е.
	1

	2
	3
	500 до н.е.
	1

	3
	5
	275 до н.е.
	2

	4
	7
	275 до н.е.
	3

	5
	13
	1456
	4

	6
	17
	1588
	6

	7
	19
	1588
	6

	8
	31
	1772
	10

	9
	61
	1883
	19

	10
	89
	1911
	27

	11
	107
	1914
	33

	12
	127
	1876
	39

	13
	521
	30 Січня 1952
	157

	14
	607
	30 Січня 1952
	183

	15
	1279
	26 Червня 1952
	386

	16
	2203
	7 Жовтня1952
	664

	17
	2281
	9 Жовтня 1952
	687

	18
	3217
	8 Вересня 1957
	969

	19
	4253
	3 Листопада 1961
	1281

	20
	4423
	3 Листопада 1961
	1332

	21
	9689
	11 Травня 1963
	2917

	22
	9941
	16 Травня 1963
	2993

	23
	11213
	2 Червня 1963
	3376

	24
	19937
	4 Березня 1971
	6002

	25
	21701
	30 Жовтня 1978
	6533

	26
	23209
	9 Лютого 1979
	6987


	27
	44497
	8 Квітня 1979
	13395

	28
	86243
	25 Вересня 1982
	25962

	29
	110503
	28 Січня 1988
	33265

	30
	132049
	19 Вересня 1983
	39751

	31
	216091
	1 Вересня 1985
	65050

	32
	756839
	1 Квітня 1992
	227832

	33
	859433
	1 Лютого 1994
	258716

	34
	1257787
	3 Вересня 1996
	378632


	35
	1398269
	23 Листопада 1996
	420921

	36
	2976221
	1 Листопада 1997
	895932

	37
	3021377
	24 Серпня 1998
	909526

	38
	6972593
	1 Червня 1999
	2098960

	39
	13466917
	14 Листопада 2001
	4053946

	40
	20996011
	17 Листопада 2003
	6320430

	41
	24036583
	15 травня 2004
	7235733


ВЛАСТИВОСТІ ЧИСЕЛ МЕРСЕНА

Теорема. Якщо для деякого натурального n значення 2n – 1 є простим, то n також є простим.

Доведення. Якщо n = r * s – складене, то

xn – 1 = xr*s – 1 = (xs – 1) * (xs * (r – 1) + xs * (r – 2) + … + xs + 1) для довільного x
Звідки 2n - 1 буде складеним.

Теорема. Нехай p та q – непарні прості числа. Якщо p | Mq (p ділить Mq),  то p = 1 (mod q) та p = 1 (mod 8).

Доведення. Оскільки p | Mq, то p | 2q - 1 або 2q  1 (mod p). Тобто порядок 2 ділить q: ord(2) | q. Але q – проте, отже ord(2) = q. За теоремою Ферма 2p-1  1 (mod p), тобто ord(2) | p - 1 або q | p - 1. Оскільки p - 1 – парне, то p - 1 = 2 * k * q для деякого k. Таким чином доведено першу рівність: p = 1 (mod q). З останньої рівності маємо:
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 = 2k * q = (2q)k = 1k = 1 (mod p)

Таким чином 2 є квадратичним лишком за модулем p. Але
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 = 1, отже p2 - 1 = 8 * l * 2, або p = 1 (mod 8).

Приклад. Нехай p | M31 (q = 31). Тоді 
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Розв’язавши систему порівнянь, отримаємо:

p  1 (mod 248) або p  63 (mod 248)

Теорема. Нехай p  3 (mod 4) – просте. Тоді 2 * p + 1 буде простим тоді і тільки тоді, коли 2 * p + 1 | Mp.

Доведення. 

Необхідність. Нехай q = 2 * p + 1 – просте. Тоді q = 7 (mod 8) і за критерієм Ейлера 2 є квадратичним лишком за модулем q. Тобто існує таке n, що n2 = 2 (mod q). Маємо:

2p = 
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Або
q | 2p - 1, q | Mp, 2 * p + 1 | Mp
Достатність. Нехай 2 * p + 1 | Mp, але 2 * p + 1 є складеним. Нехай q – найменший простий дільник 2 * p + 1. Тоді q | Mp або q | 2p - 1, 2p  1 (mod q). Останнє означає, що ord(2) | p. Оскільки p просте, то ord(2) = p. За теоремою Ферма 2q - 1 = 1 (mod q) або ord(2) | q - 1. З останніх рівностей випливає, що p | q – 1. Звідси можна встановити, що p < q.
Оскільки q – найменший простий дільник числа 2 * p + 1, то (2 * p + 1) + 1 > q2. Але встановлено, що q2 > p2. Маємо: (2 * p + 1) + 1 > p2, що є суперечливістю оскільки p > 2.

Наслідок. Якщо p  3 (mod 4) та 2 * p + 1 обидва прості, то або p = 3, або Mp складене.

ДОСКОНАЛІ ЧИСЛА ТА ЧИСЛА МЕРСЕНА
Означення.  Позначимо через (n) суму дільників числа n.

	N
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	(n)
	1
	3
	4
	7
	6
	12
	8
	15
	13
	18
	12
	28


Означення. Число називається досконалим, якщо воно подвоєне дорівнює сумі своїх дільників: (n) = 2 * n. Наприклад, чила 6 та 28 є досконалими, оскільки 2 * 6 = 1 + 2 + 3 + 6 = 12, 2 * 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 + 28.

Якщо p – просте, то (p) = p + 1, (pn) = 1 + p + … + pn = 
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Функція  є мультиплікативною: (n * m) =  (n) *  (m).

Приклад. (2000) = (24 * 53) = (24) * (53) = 
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 = 31 * 156 = 4836.

Теорема. Якщо для деякого k число 2k - 1 є просим, то число 2k-1 * (2k - 1) є досконалим. Усі парні досконалі числа мають вигляд 2k-1 * (2k - 1) для деякого натурального k.

Доведення. Позначимо p = 2k - 1, n = 2k-1 * (2k - 1). Щоб довести досконалість числа n, достатньо показати: (n) = 2 * n. Оскільки p є простим, а функція  є мультиплікативною, то:

(p) = p + 1 = 2k, 
(n) = (2k-1) * (p) = (2k - 1) * 2k = 2 * n,

що і доводить досконалість числа n.

Нехай досконале число n має вигляд 2k-1 * m, де m – непарне натуральне число. Із мультиплікативності функції маємо:

(n) = (2k-1) * (m) = (2k - 1) * (m)

Оскільки n є досконалим, то 

(n) = 2 * n = 2k * m.

Прирівнюючі праві частини останніх двох рівностей, матимемо:

(2k - 1) * (m) = 2k * m
Тобто 2k - 1 ділить m. Нехай m = (2k - 1) * M. Підставивши його в останнє рівняння та скоротивши на (2k - 1), отримаємо:

(m) = 2k * M
Оскільки m та M є дільниками m, то 2k * M = (m)  m + M = 2k * M. Отже (m) = m + M. Це означає, що m є простим та має лише два дільники: само себе (m) та одиницю (M). Звідки m = 2k - 1 – просте. 

Теорема. Якщо скласти цифри будь-якого парного досконалого числа (окрім 6), потім знову просумувати цифри і так далі продовжувати процес, то отримаємо одиницю.

Доведення. Позначимо через s(n) суму цифр числа n. За ознакою подільності на 9 маємо: s(n) = n (mod 9). Для доведення теореми достатньо показати, що довільне досконале число при діленні на 9 дає залишок 1. Якщо n – досконале, то воно має вигляд: n = 2p-1 * (2p - 1), де p – просте. Отже p дорівнює або 2 або 3, або при діленні на 6 дає залишки 1 чи 5 (будь-яке просте число p має вигляд 6 * m 1, де m – натуральне число). Випадок p = 2 (n = 6) ми вилучили з розгляду. Якщо розглядати послідовність степеней двійки за модулем 9, то вона буде мати період 6 (тому що 26  1 (mod 9)). Тоді число n буде конгруентним за модулем 9 одному із чисел 21-1 * (21 - 1), 23-1 * (23 - 1), 25-1 * (25 - 1). Але всі вони дорівнюють 1.

Теорема. Кожне парне досконале число у десятковому записі завжди закінчується або цифрою 6, або цифрою 8.

Доведення. Досконале число n має вигляд 2p-1 * (2p - 1). Десятковий запис 2p-1 може закінчуватися на 2, 4, 8, 6, а відповідне число 2p – 1 – цифрами 3, 7, 5, 1. Вираз 2p-1 закінчується 8 лише коли p = 4 * k (p – складене), тому цей випадок вилучаємо з розгляду. Таким чином добуток 2p-1 * (2p - 1) закінчується на 6 або 8.

ТЕСТ ЛЮКА - ЛЕМЕРА

Тест Люка – Лемера. Для непарного n число Mn є простим тоді і тільки тоді, коли  воно ділить Ln-1,  де Ln+1 = Ln2 - 2, L1 = 4.

Приклад. 

M3 = 23 - 1 = 7 є дільником K2 = 14, 
M5 = 25 - 1 = 31 є дільником K4 = 37634,

M4 = 24 - 1 = 15 не ділить K3 = 194.

Приклад. Перевіримо на простоту число M13 = 213 - 1. Програма перевірки за тестом Люка – Лемера має вигляд:

l 4; m 13;

for i 1 to m - 2 do

l  (l * l – 2) mod (2m – 1);

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Ki mod (2n - 1)
	4
	14
	194
	4870
	3953
	5970
	1857
	36
	1294
	3470
	128
	0


ВІДКРИТІ ПРОБЛЕМИ

1. Чи існує непарне досконале число? Відомо, що усі парні досконалі числа мають вигляд добутку простого числа Мерсена на степінь двійки. Але поки невідомо жодного непарного досконалого числа.

2. Чи є множина простих чисел Мерсена нескінченною?

3. Чи є нескінченно багато складених чисел Мерсена?

4. Чи є кожне число Мерсена вільним від квадратів?

5. Чи існує нескінченна кількість простих n, для яких Mn – складене?

6. Якщо числа n = Mp та Mn є простими, то Mp називається подвійним числом Мерсена і позначається MMp. Першими чотирма подвійними числами Мерсена будуть:

MM2 = 23 – 1 = 7 (M2 = 3),

MM3 = 27 – 1 = 127 (M3 = 7),

MM5 = 231 – 1 = 2147483647 (M5 = 31),

MM7 = 2127 – 1 = 170141183460469231731687303715884105727 (M7 = 127).

Відомо, що наступні числа MM13, MM17, MM19, MM31, є складеними. 

Чи існує ще одне просте подвійне число Мерсена?

7. Нехай n – непарне натуральне число. Тоді з будь-яких двох умов 

n = 2k  1 чи n = 4k  3

2n – 1 є простим числом
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випливає третя. Гіпотеза перевірена для всіх n  100000.
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MERSENNE NUMBERS
The work presents the last results in Mersenne primes search. Some properties of Mersenne numbers are reviewed and their connection with perfect numbers is given.
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