ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ
Определение. Пусть a и b – целые числа. Говорят, что a равно b по модулю n, если a – b делится на n. Этот факт обозначается так: a  b (mod n).

Пример. Имеют место соотношения: 16  2 (mod 7), 23  13 (mod 5), -7  1 (mod 8). Последнее верно, так как разность -7 – 1 делится на 8.
Определение. Пусть n – целое положительное число. Обозначим через Ct класс, в который объединены все целые числа, которые при делении на n дают один и тот же остаток t. Все целые числа разобьются на n классов C0, C1, ..., Cn-1, которые называются классами вычетов по модулю n.

Пример. Пусть n = 5. Тогда в класс C0 отнесем все числа, которые делятся на 5 (дают остаток 0 при делении на 5). В класс Ci отнесем все числа, которые при делении на 5 дают остаток i. Например C4 = {4, -1, 9, -6, 14, -11, 19, -16, …}.
Определение. Два числа называются сравнимыми по модулю n, если они принадлежат одному классу вычетов по модулю n.

Пример. Пусть n = 5. Тогда любые два числа из C4 сравнимы по модулю 5, так как все они при делении на 5 дают один и тот же остаток 4. 

Например 9  -6 (mod 5), так как 9 – (-6) = 15 делится на 5.
Определение. Если с каждой системы вычетов по модулю n взять по одному представителю, то полученную систему чисел называют полной системой вычетов по модулю n. 

Если полную систему вычетов строить из наименьших неотрицательных вычетов, то она примет вид: 0, 1, 2, ..., n – 1. Ее будем обозначать через Zn. Арифметические операции над элементами этого множества совершаются по модулю n. Полная система вычетов образует группу с операцией сложения.

Пример. Z5 = {0, 1, 2, 3, 4}, Z8 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
Первая теорема про вычеты линейной формы. Если в  линейной форме ax + b число x пробегает все значения с полной системы вычетов по модулю n при НОД(a, n) = 1 и произвольном b, то ax + b принимает все значения полной системы вычетов по модулю n.

Доказательство. Если вместо x в форме ax + b подставить n разных значений, то получим также n разных значений. Докажем от противного. Пусть x1 и x2 не сравнимы по модулю n, но ax1 + b  ax2 + b (mod n). Тогда ax1  ax2 (mod n). Поскольку НОД(a, n) = 1, то x1  x2 (mod n). Получили противоречие.

Пример. Пусть n = 6, a = 5, b = 1, при этом НСД(a, n) = 1. Подставим в форму 5 * x + 1 значения x из полной системы вычетов Z6 = {0, 1, 2, ..., 5}. В правом столбике таблицы все числа разные.
	x
	5 * x + 1 (mod 6)

	0
	1

	1
	0

	2
	5

	3
	4

	4
	3

	5
	2


Определение. Выберем из каждой системы вычетов Ct (t = 0, 1, ..., n – 1, НОД (t, n) = 1) по одному представителю. Полученную систему чисел называют сведенной системой вычетов по модулю n и обозначают Zn*. Сведенная система вычетов образует группу с операцией умножения. Если p простое, то Zp* = {1, 2, ..., p – 1}.

Пример. Z5* = {1, 2, 3, 4}, Z8* = {1, 3, 5, 7}, Z12* = {1, 5, 7, 11}.
Функция Эйлера. Количество чисел, меньших n и взаимно простых с n, равно функции Эйлера (n). Она имеет следующие свойства:

1. Если p простое число, то  (p) = p – 1 и (pa) = pa * (1 – 1/p) для любого a. 

2. Если m и n взаимно простые, то (m * n) = (m) * (n). 

3. Если n  = 
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, то функция Эйлера вычисляется по формуле:

(n) = n * (1 – 1/p1) * (1 – 1/p2) * ... *  (1 – 1/pk)

Пример.  (20) =  (22 * 5) = 20 * (1 – 1/2) * (1 – 1/5) = 20 * 1/2 * 4/5 = 8,
 (12) =  (22 * 3) = 12 * (1 – 1/2) * (1 – 1/3) = 12 * 1/2 * 2/3 = 4
Функция вычисления  (n) имеет вид:
int euler(int n)

{
Изначально результат result положим равным n.
  int i, result = n;
Перебираем все простые делители i числа n.
  for(i = 2; i * i <= n; i++)

  {
Если i – простой делитель числа n, то пересчитываем 
result = result * (1 – 1 / i) = result  – result / i
    if (n % i == 0) result -= result / i;
Убираем из числа n все делители i. 

    while (n % i == 0) n /= i;

  }
Если n > 1, то изначально n содержало простой делитель, больший 
[image: image2.wmf]n

. Например, число 10 = 2 * 5 содержит простой делитель 5, больший 
[image: image3.wmf]10

. Учтем этот делитель при вычислении результата.
  if (n > 1) result -= result / n;

  return result;

}

Следующая программа заполняет массив fi так что fi[i] =  (i).
#include <stdio.h>

#define MAX 1000

int fi[MAX];

int i, j, n;

int main(void)

{

  n = MAX;
  // положим изначально fi(i) = i
  for(i = 2; i < n; i++) fi[i] = i;
  for(i = 2; i < n; i++)

    if(fi[i] == i)
  // число i является простым.
  // Рассматриваем все числа j > i, для которых 
  // i является простым делителем.
      for(j = i; j < n; j += i)

  // Если i простой делитель j, то  (j) =  (j) * (1 – 1/i).
        fi[j] -= fi[j]/i;

  return 0;

}

Рассмотрим множество всех правильных дробей со знаменателем 12:
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После приведения они будут иметь вид:
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Сгруппируем дроби по их знаменателю:
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Среди знаменателей встречается каждый делитель d числа 12 вместе со всеми  (d) своими числителями. Все знаменатели являются делителями числа 12. Следовательно

 (1) +  (2) +  (3) +  (4) +  (6) +  (12) = 12
Если начать с ряда несократимых дробей 0 / m, 1 / m, …, (m – 1) / m, то можно получить равенство:
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Порядком группы Zn* будем называть количество элементов в ней и обозначать |Zn*|. При этом |Zn*| = (n).

Вторая теорема про вычеты линейной формы. Если в линейной форме a * x число x принимает все значения со сведенной системы вычетов по модулю n при НОД(a, n) = 1, то a * x принимает все значения сведенной системы вычетов по модулю n.

Доказательство. Подставим вместо переменной x в линейную форму a * x (n) чисел. Получим (n) разных чисел, поскольку они принадлежат по модулю n разным классам (утверждение следует из первой теоремы про вычеты линейной формы для b = 0). Поскольку x – вычет сведенной системы, то НОД(x, n) = 1. Поскольку НОД(a, n) = 1, то НОД(a * x, n) = 1, то есть числа a * x взаимно просты с n.

Пример. Рассмотрим множество чисел {1, 3, 7, 9}, которая является сведенной системой вычетов для n = 10. Пусть a = 7, НСД (7, 10) = 1. Тогда имеют место соотношения:

7 * 1 (mod 10)  7 (mod 10)  7

7 * 3 (mod 10)  21 (mod 10)  1

7 * 7 (mod 10)  49 (mod 10)  9

7 * 9 (mod 10)  63 (mod 10)  3

Определение. Обращением числа a по модулю n (обозначается a-1) называется такое число x Zn, что ax  1 (mod n).

Обратное число a-1 по модулю n существует тогда и только тогда, когда НОД(a, n) = 1. Если НОД(a, n) = k > 1, то для произвольного элемента x  Zn выражение ax (mod n) будет делиться на k и никогда не будет равняться 1.

Вычисление обратного числа. Пусть необходимо найти a-1 (mod n). Используя расширенный алгоритм Евклида, найдем НОД(a, n) = d и такие значения x и y, что ax + ny = d. Если d > 1, то обратного значения не существует. Иначе a-1 (mod n) = x, так как ax (mod n)  ax + ny (mod n)  d = 1.

Делением числа a на число b по модулю n называется умножение a на b-1 при условии существования b-1.

Теорема Эйлера. Если a и n взаимно простые, то a(n)  1 (mod n).

Доказательство. Воспользуемся второй теоремой про вычеты линейной формы. Пусть r1, ..., rk, k = (n) – наименьшие положительные вычеты сведенной системы по модулю n. Тогда наименьшими положительными вычетами чисел a * ri будут r1’ , ..., rk’, которые в совокупности также образуют сведенную систему. Таким образом
ar1  r1’ (mod n), ar2  r2’ (mod n), … , ark  rk’ (mod n)

Пермножим равенства: ak * r1 *  ... * rk  r1’ *  ... * rk’ (mod n). Поскольку произведения r1 *  ... * rk и r1’ *  ... * rk’ равны и взаимно просты по модулю, то разделив равенство на это произведение, получим ak  1 (mod n). По предположению k = (n), значит a(n)  1 (mod n).

Теорема Ферма. (Частный случай теоремы Эйлера).

Если p простое, a  Zp*, то ap-1  1 (mod p).

Следствие. Если перемножить равенство ap-1  1 (mod p) на a, то получим 

ap  a (mod p)
Следствие. 
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Доказательство. Пусть b = 
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Китайская теорема про остатки. Пусть n1, n2, …, nk  – попарно взаимно простые числа. Тогда система сравнений

x  a1 (mod n1)

x  a2 (mod n2)

. . . . . .. . .. . . . 

x  ak (mod nk)

имеет единственное решение по модулю n = n1 * n2 *  … * nk.

Система двух линейных сравнений. Решим систему


[image: image49.wmf](

)

(

)

î

í

ì

=

=

2

2

1

1

mod

mod

n

a

x

n

a

x

,

где n1 и n2 взаимно просты.

Решение. Поскольку n1 и n2 взаимно просты, то существуют такие p и q, что

pn1 + qn2 = 1

Возьмем неравенство по модулю n2: pn1 + qn2 = 1 (mod n2), pn1 = 1 (mod n2), откуда

p = 
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Аналогично q = 
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 и равенство pn1 + qn2 = 1 перепишется в виде 

n1 * 
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Умножим равенство на х:
x * n1 * 
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В первом слагаемом x заменим на 
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или то же самое что

x = a1  * n2 * 
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Пример. Решим систему сравнений: 
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x = a1  * n2 * 
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= 1 * 7 * 3 + 3 * 5 * 3 = 21 + 45 = 66,

x mod (5 * 7) = 66 mod (35) = 31

Ответ: x = 31 mod 35.

Алгоритм Гаусса решения системы линейных сравнений 

Пусть имеется приведенная выше система сравнений. Значение x вычисляется по формуле

x = 
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mod n, где Ni = n / ni, Mi = 
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Пример. Решим систему сравнений: 
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Имеем:  n = 7 * 11 = 77, N1 = 77 / 7 = 11, N2 = 77 / 11 = 7, 

M1 = 
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mod n =  (3*11*2 + 5*7*8) mod 77 = (66 + 280) mod 77 = 346 mod 77 = 38.

Пример. Решим систему сравнений: 
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	n = 7 * 11 * 13 = 1001

	N1 = 1001 / 7 = 143
	M1 = 143-1 (mod 7) = 3-1 (mod 7) = 5

	N2 = 1001 / 11 = 91
	M2 = 91-1 (mod 11) = 3-1 (mod 11) = 4

	N3 = 1001 / 13 = 77
	M3 = 77-1 (mod 13) = 12-1 (mod 13) = 12


x = 
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mod n =  (6 * 143 * 5 + 8 * 91 * 4 + 2 * 77 * 12) mod 1001

= (4290 + 2912 + 1848) mod 1001 = 9050 mod 1001 = 41

Теорема о количестве делиителей. Если n  = 
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, то число n имеет

d(n) = (a1 + 1) * (a2 + 1) * … * (ak + 1)

делителей.

Доказательство. Обозначим через Ai множество делителей {1, pi, 
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}. Любой делитель числа n можно получить перемножая числа x1 * x2 * … * xk, где xi  Ai. Поскольку |Ai| = ai + 1, то количество вариантов получить разные произведения x1 * x2 * … * xk равно (a1 + 1) * (a2 + 1) * … * (ak + 1), что и требовалось доказать.

Функция вычисления d(n) имеет вид:

int d(int n)

{

  int c, i, res = 1;

  for(i = 2; i * i <= n; i++)

  {

    if (n % i == 0)

    {

      c = 0;

      while(n % i == 0) n /= i, c++;

      res *= (c + 1);

    }

  }

  if (n > 1) res *= 2;

  return res;

}

Теорема о сумме делителей. Если n = 
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, то сумма всех делителей числа n (включая собственный делитель n) равна

σ(n) = 
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Указанную сумму можно записать также в виде

σ(n) = 
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Теорема Вильсона. Если p – простое число, то (p – 1)! –1 (mod p).
Доказательство. При p = 2 утверждение верно. Пусть x – некоторое число из множества {1, 2, …, p – 1}. Тогда существует единственный элемент x’ из  того же множества , что xx’  1 (mod p). Числа x и x’ равны тогда и только тогда, когда x = 1 или x = p – 1. Действительно, сравнение x2  1 (mod p) эквивалентно (x – 1)(x + 1) = 0 (mod p), откуда x  1 (mod p) или x  -1 (mod p). Из последних сравнений соответственно имеем x = 1 или x = p – 1. То есть все числа из множества {2, …, p – 2} можно разбить на пары (x, x’), для которых xx’  1 (mod p). Следовательно 2 * 3 * … * (p – 2)  1 (mod p). Умножая его на сравнение 1 * (p – 1)  -1 (mod p), получим 1 * 2 * 3 * … * (p – 2) * (p – 1)  -1 (mod p), то есть теорему Вильсона.

Предположим, что p составное, то есть p = qr (1 < q < p). Тогда q входит в качестве сомножителя в произведение 1 * 2 * … * (p – 1), и сравнение (p – 1)! + 1  0 (mod q) не разрешимо. Тем более будет неразрешимым и сравнение (p – 1)! + 1  0 (mod p).

· http://www.spoj.pl/problems/AU12/
· http://www.spoj.pl/problems/PRIME1/
· http://www.spoj.pl/problems/LASTDIG2/
· http://www.spoj.pl/problems/AUCSE015/
· http://www.spoj.pl/problems/MAIN111/
· http://www.spoj.pl/problems/PRIMES2/
· http://www.spoj.pl/problems/IITD4/
· http://www.spoj.pl/problems/NDIVPHI/
· http://www.spoj.pl/problems/TRICOUNT/
· http://www.spoj.pl/problems/CUBEFR/
· http://www.spoj.pl/problems/NOSQ/
· http://www.spoj.pl/problems/MMOD29/
· http://www.spoj.pl/problems/PROGPROG/
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