РЕШЕТО ЭРАТОСФЕНА
Определение. Число называется простым, если оно имеет только два делителя – единицу и самого себя. Иначе число называется составным.

Представление числа n в виде 
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, где pi – простые, называется разложением числа n на простые множители.

Основная теорема арифметики. Каждое натуральное число однозначно представляется в виде произведения простых чисел с точностью до перестановки множителей. 

Теорема. Число 1 не является ни простым, ни составным. 

Доказательство. Единица не является составным, так как не имеет двух делителей. Пусть единица – простое число. Тогда число 6 имеет более одного разложения в виде произведения простых чисел: 6 = 2 * 3, 6 = 1 * 2 * 3, что противоречит основной теореме арифметики.

Теорема Евклида. Простых чисел бесконечно много.

Доказательство. Предположим, что всего существует n простых чисел: p1, p2, …, pn. Но тогда число N = p1p2 * …* pn + 1 не делится ни на одно из pi, 1  i  n, и таким образом не является составным. Противоречие.

Упражнение. Последовательность an определена рекурсивно: 

a1 = 2, an+1 = 
[image: image2.wmf]2

n

a

– an + 1

Доказать, что ai и aj, i  j являются взаимно простыми.

Доказательство. Можно доказать, что an+1 = a1a2…an + 1. Из теоремы Евклида следует, что ai и aj являются взаимно простыми.

Упражнение. Числа Ферма Fn (n  0) имеют вид: 

Fn = 
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Доказать, что Fi и Fj, i  j являются взаимно простыми.

Доказательство. Для чисел Ферма имеет место соотношение: Fn+1 = F0F1F2…Fn + 2. Из теоремы Евклида следует, что Fi и Fj являются взаимно простыми.

Функция распределения простых чисел. Обозначим через  (N) количество простых чисел, меньших или равных N. Например, (1) = 0, (2) = 1, (20) = 8, (107) = 664579.

Закон Гаусса о распределении простых чисел. Значение (N)  асимптотически равно 

(N)  N / log(N)

Следствие. Вероятность выбранного наугад числа x в промежутке от 1 до N равно 

P(x – простое, 1  x  N) = (N / log(N)) / N = 1 / log(N)

Теорема Дирихле об арифметической прогрессии. Каждая арифметическая последовательность a + kd (k = 0, 1, 2, …), где k и a являются взаимно простыми числами, содержит бесконечно много простых чисел.
Теорема. Количество арифметических прогрессий длины k из простых чисел, меньших N, асимптотически равно 
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Доказательство. Рассмотрим все возможные арифметические прогрессии из простых чисел длины k: x, x + d, x + 2d, …, x + (k – 1)d. Каждая такая последовательность определяется первым членом x и разностью d, которые могут принимать любые значения от 1 до N. Таким образом, количество всевозможных прогрессий равно N2.

Вероятность того, что выбранное наугад число x  {1, …, N} простое, равно 1 / log(N). Вероятность того, что все числа последовательности x, x + d, x + 2d, …, x + (k – 1)d будут простыми, равно
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Поскольку число всевозможных прогрессий равно N2, то количество арифметических прогрессий длины k из простых чисел, меньших N, асимптотически равно 

N2 * 
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Решето Эратосфена. Для поиска простых чисел используют технику решета Эратосфена. Из натурального ряда удаляют сначала числа, большие 2 и кратные 2, потом числа, большие 3 и кратные 3 и так далее для каждого простого числа. После описанных действий в ряду останутся только простые числа. 

Описанную процедуру проведем в массиве primes[MAX]. Сначала считаем все числа от 1 до MAX простыми (заполняем все ячейки массива primes значениями 1). Потом двигаемся по массиву слева направо и для каждого простого числа i, не большего 
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, отмечаем все числа вида  i * i, i * (i + 1), i * (i + 2), … составными.

В результате выполнения процедуры gen_primes() получим

primes[i] = 
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void gen_primes(void)

{

  int i, j;

  for(i = 0; i < MAX; i++) primes[i] = 1;

  //primes[0] = primes[1] = 0;

  for(i = 2; i * i <= MAX; i++)

    if (primes[i])

      for(j = i * i; j < MAX; j += i) primes[j] = 0;

}

Теорема. Время работы алгоритма составляет O(n log log n).

Доказательство. Рассмотрим для простоты оценки сложности вариант реализации решета Эратосфена с просеиванием значения от 2 до MAX: 

for(i = 2; i <= MAX; i++)

Для каждого простого p ≤ n во внутреннем цикле выполняется n / p действий. Следовательно необходимо оценить величину
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Количество простых чисел, не больших n, приблизительно равно 
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, k-ое простое число приблизительно равно k ln k. Выше указанную сумму перепишем в виде
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Первое слагаемое выделили из суммы, так как при k = 1 выражние k ln k превращается в 0. Оценим указанную сумму при помощи интеграла:
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Таким образом 
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При реализации, когда просеиввание проходит от 2 до 
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  for(i = 2; i * i <= MAX; i++)

количество операций заметно уменьшится. Однако ассимптотика в таком случае составит O(n log log 
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), что одно и то же с O(n log log n).
Разложение числа на простые множители. Если натуральное число n составное, то оно имеет делитель, не больший 
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. Перебираем все числа от 2 до [
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], ищем среди них делители числа n. Процедура factor(int n) выводит разложение числа n на простые множители. Число n может содержать только один делитель, больший 
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void factor(int n)

{

  for(int i = 2; i * i <= n; i++)

  {

    while(n % i == 0)

    {

      printf("%d ",i);

      n /= i;

    }

  }

  if (n > 1) printf("%d",n);

  printf("\n");

}
Битовое решето Эратосфена. Рассмотрим реализацию решета Эратосфена, в котором информация о простоте числа содержится в одном бите. Очевидно, что все четные числа (кроме 2) не простые, поэтому выбросим их из рассмотрения. Заведем символный массив a, в котором a[i] будет содежать информацию о простоте нечетных чисел от 16 * i + 1 до 16 * i + 15. Элемент a[i] состоит из 8 бит. j -ый бит (нулевой бит самый младший, седьмой бит самый старший) a[i] равен 1, если число  простое. Например, содержимое начальных элементов будет следующим:
   // a[0] = 01101110:  (15), 13, 11, (9), 7, 5, 3, 1

   // a[1] = 11001011:  31, 29, (27), (25), 23, (21), 19, 17

   // a[2] = 10110100:  47, (45), 43, 41, (39), 37, (35), (33)

   // a[3] = 01100100:  (63), 61, 59, (57), (55), 53, (51), (49)

Например, второй бит a[3] содержит информацию о простоте числа 16 * 3 + 2 * 2 + 1 = 53. Поскольку число 53 простое, то этот бит должен равняться 1.
Теперь необходимо научиться определять заданному натуральному нечетному числу n простое ли оно, используя массив а. Очевидно, что соответствующий бит находится в байте a[n / 16]. Осталось вычислить его номер в этом байте. Поскольку n = 16 * i + 2 * j + 1, то n mod 16 = (2 * j + 1) mod 16. Учитывая, что n mod 16 = n & 15 (& - побитовое ‘и’) и 0 ≤ j ≤ 7 (то есть 2 * j + 1 < 16), то n & 15 = 2 * j + 1, откуда j = (n & 15 – 1) / 2. Поскольку n нечетно, то значения (n & 15 – 1) / 2 и (n & 15) / 2 одинаковы (деление на 2 целочисленное). То есть j = (n & 15) / 2 = (n / 2) & 7 = (n >> 1) & 7. Операция

a[n >> 4] & (1 << j) или a[n >> 4] & (1 << ((n >> 1) & 7))
извлекает j – ый бит из байта a[n / 16] = a[n >> 4].
Остается реализовать двойной цикл решета Эратосфена. Во внешнем цикле (i от 1 до MAXSQRT) подразумевается перебор нечетных чисел вида 2 * i + 1. Доступ до бита, соответствующего числу 2 * i + 1, совершается так:

a[(2 * i + 1) >> 4] & (1 << (((2 * i + 1) >> 1) & 7))
или то же самое что

a[i >> 3] & (1 << ((i >> 1) & 7))
Такие упрощения возможны, так как (2 * i + 1) >> 1 и (2 * i) >> 1 дают одинаковый результат, равный i >> 1.

Если все байты массива а записать рядом в виде … a[3]a[2]a[1]a[0], то можно считать, что внешний цикл (по i) проходит по битам справа налево начиная с первого (не нулевого, которому соответствует число 1) и так далее по возрастанию. Первому биту соответствует число 3, второму 5 и так далее.
Если число 2 * i + 1 простое, то во вложенном цикле следует установить нули в битах, соответствующих числам (2 * i + 1) * (2 * i + 1), (2 * i + 1) * (2 * i + 1) + 2 * i + 1, (2 * i + 1) * (2 * i + 1) + 2 * (2 * i + 1), … . Информация о числе (2 * i + 1) * (2 * i + 1) = 4i2 + 4i + 1 находится в 2 * i * (i + 1) = 2i2 + 2i - ом бите. Это так, потому что 2 * (2i2 + 2i) + 1 = 4i2 + 4i + 1. Запускаем вложенный цикл по j от 2 * i * (i + 1) до MAXSIEVEHALF.
#include <stdio.h>

#include <memory.h>

#define MAXSIEVE 100000000 // генерация простых чисел до 100 миллионов

#define MAXSIEVEHALF (MAXSIEVE/2)

#define MAXSQRT 5000 // sqrt(MAXSIEVE)/2

char a[MAXSIEVE/16+2];

#define isprime(n) (a[(n)>>4] & (1<<(((n)>>1)&7))) // n нечетное
int i, j;

void main(void)

{

  memset(a,255,sizeof(a));

  a[0] = 0xFE; // отмечаем 1 как НЕ простоее
  for(i = 1; i < MAXSQRT; i++)

    if (a[i>>3] & (1 << (i&7)))

      for(j = 2 * i * (i+1); j < MAXSIEVEHALF; j += i+i+1)

        a[j>>3] &= ~(1 << (j&7));

  for(i = 3; i < 100; i+=2)

    if (isprime(i)) printf("%d is prime\n",i);

}

Решето Эратосфена за линейное время. Пусть по заданному значению n следует найти все простые числа на промежутке [2, …, n]. Рассмотрим алгоритм, который к тому же вычисляет факторизацию всех чисел от 2 до n.

По сравнению с обычным решетом Эратосфена данный алгоритм использует больше памяти, так как в нем следует заводить массив из n чисел (а не держать лишь n бит в памяти).

Заведем массив lp (lowest prime) длины n, где lp[i] содержит минимальный простой делитель числа i. Изначально заполним его нулями, предполагая что все натуральные числа простые. Будем также накапливать массив простых чисел primes.
#define MAX 100

int lp[MAX+1];

vector<int> primes;
Перебираем текущее число i от 2 до MAX: 
· Если lp[i] = 0, то число i простое, так как до этого для него не обнаружилось других делителей. Устанавливаем  lp[i] = i и добавляем i в конец массива primes.

· Если lp[i] ≠ 0, то число i составное, и его минимальный простой делитель содержится в lp[i]. 
В обоих случаях следует провести расстановку значений в массиве lp. Причем это следуеет делать так, чтобы у каждого числа значение lp было установлено не более одного раза (тогда мы и получим линейную сложность алгоритма).
Лемма. Для любого натурального i имеется единственное его представление в виде

i = lp[i] * x,
где число x не имеет делителей, меньших lp[i] (то есть lp[i] ≤ lp[x]).
Рассмотрим числа вида xj = i * pj, где pj – все простые числа, не превосходяшие lp[i] (именно для этого нам необходимо хранить список простых чисел). Для всех чисел такого вида установим lp[xj] = pj.
for (i = 2; i <= MAX; ++i) 

 {

   if (lp[i] == 0) 

   {

     lp[i] = i;

     primes.push_back (i);

   }

   for (j = 0; j < (int)primes.size() && primes[j] <= lp[i] &&
                                     i * primes[j] <= MAX; j++)

     lp[i * primes[j]] = primes[j];

  }
	i
	lp[i]
	простые числа primes[j], 
не большие lp[i]
	i * primes[j]

	2
	2
	2
	4

	3
	3
	2, 3
	6, 9

	4
	2
	2
	8

	5
	5
	2, 3, 5
	10, 15,25

	6
	2
	2
	12

	7
	7
	2, 3, 5, 7
	14, 21, 35, 49

	8
	2
	2
	16

	9
	3
	2, 3
	18, 27


Например, в теле цикла при i = 7 будет установлено:
lp[14] = 2, lp[21] = 3, lp[35] = 5, lp[49] = 7
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