НАИБОЛЬШАЯ СТРОГО

ВОЗРАСТАЮЩАЯ ПОДПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ
Longest Increasing Subsequence (LIS)
Пусть имеется последовательность x0, x1, …, xn-1. Необходимо найти в ней строго возрастающую подпоследовательность наибольшей длины. Формально следует найти такую последовательность индексов i1 < i2 <… < ik, что xi1 < xi2 <. . .< xik, причем k максимально.
Наибольший путь в ориентированном ациклическом графе. Задачу можно свести к нахождению самого длинного пути в ориентированном ациклическом графе. Каждому числу последовательности поставим в соответствие вершину графа, а ребром соединим числа x и y, если x меньше y и в последовательности x встречается раньше y.
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Сведение к Наибольшей Общей Подпоследовательности (НОП). Сделаем копию последовательности и отсортируем ее по возрастанию. НВП исходной последовательности будет являться и НВП отсортированной. Поэтому достаточно найти наибольшую общую подпоследовательность исходной и отсортированной последовательности, которая будет наибольшей неубывающей подпоследовательностью.
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Сортировка пасьянса (patience sorting). Пусть имеется колода карт с номерами 1, 2, …, n. Колоду перетасовали. Далее карты вскрываются по одной и раскладываются на столе следующим образом. Карту с меньшим номером можно положить на карту с большим номером, или в новую стопку справа от текущих. Нам всегда видны верхние карты всех стопок. Если текущая карта больше всех открытых карт на вершинах стопок, то ее обязательно следует класть в отдельную стопку справа от существующих. Цель игры – получить как можно меньшее количество стопок на столе.

Ниже показана входная последовательность и расклад пасьянса. Длина НВП равна 4 (например 3, 4, 5, 7), поэтому при любом раскладе придется использовать не менее 4 стопок.
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Экспоненциальное решение за O(2n).
Переберем все возможные подпоследовательности (подмножества) из x0, x1, …, xn-1. Выясним, какие из них являются возрастающими. Среди всех возрастающих подпоследовательностей выберем наибольшую.
Динамика за O(n2). Решим задачу методом динамического программирования с временной оценкой сложности O(n2), где n – длина входной последовательности. Заведем массив lis, i - ая ячейка которого содержит длину наибольшей возрастающей подпоследовательности, которую можно выделить среди чисел x[0], x[1], …, x[i] и которая обязательно заканчивается элементом x[i]. Если массив x содержит n чисел, то ответом задачи будет наибольшее среди чисел lis[0], …, lis[n – 1]. Значение lis[0] положим равным 1: НВП для последовательности из одного элемента равна этому самому элементу. Следующие значения массива lis будем вычислять согласно соотношению:
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Элемент x[i] может продолжить только те НВП, которые заканчиваются элементом x[j], для которого j < i и x[j] < x[i].
Элемент массива предков pred[i] = j, если предпоследний элемент НВП, которая заканчивается в x[i], равен x[j]. Функция print_seq выводит НВП, заканчивающуюся элементом x[pos].
#include <cstdio>

#include <algorithm>

#define MAX 10

using namespace std;

int x[MAX] = {3, 1, 4, 8, 5, 3, 7, 6, 3, 4};

int i, j, lis[MAX], pred[MAX];

void print_seq(int pos)

{

  if (pred[pos] != -1) print_seq(pred[pos]);

  printf("%d ",x[pos]);

}

int main(void)

{

  pred[0] = -1; lis[0] = 1;

  for (i = 1; i < 10; i++)

  {

    pred[i] = -1;

    for(lis[i] = j = 0; j < i ;j++)

      if ((x[j] < x[i]) && (lis[i] < lis[j]))

      {

        lis[i] = lis[j]; pred[i] = j;

      }

    lis[i]++;

  }

  printf("Length of LIS is %d\n",*max_element(lis,lis+10));

  for (i = 0; i < 10; i++) printf("%d ",x[i]); printf("\n");

  for (i = 0; i < 10; i++) printf("%d ",lis[i]); printf("\n");

  for (i = 0; i < 10; i++) printf("%d ",pred[i]); printf("\n");

  i = max_element(lis,lis+10) - lis;

  print_seq(i); printf("\n");

  return 0;

}

	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	x[i]
	3
	1
	4
	8
	5
	3
	7
	6
	3
	4

	lis[i]
	1
	1
	2
	3
	3
	2
	4
	4
	2
	3

	pred[i]
	-1
	-1
	0
	2
	2
	1
	4
	4
	1
	5


Длина НВП равна максимальному элементу массива lis, то есть 4.
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lis[9] = max(lis[0], lis[1], lis[5], lis[8]) + 1 = 3


Функция print_seq выведет 3, 4, 5, 7. НВП восстанавливается следующим образом. Пусть наибольший элемент массива lis равен x[6] = 7. Это будет последний элемент НВП. Двигаясь назад при помощи массива pred, получим: 
	i
	x[i]
	pred[i]

	6
	7
	4

	4
	5
	2

	2
	4
	0

	0
	3
	-1


Вторая колонка содержит саму НВП (снизу вверх).
Динамика за O(nlog2n ). Рассмотрим решение задачи с временной оценкой сложности O(n * log2n). После обработки i элементов массива x хвост массива lis (ячейки от lis[k] до lis[len – 1] для некоторого k) содержит хвост наибольшей возрастающей подпоследовательности, которую можно выделить среди чисел x[0], x[1], … x[i]. При этом хвост этой НВП будет лексикографически наименьшим.
При обработке очередного элемента x[i] постараемся вставить его в массив lis при помощи бинарного поиска. Если x[i] больше значения lis[len – 1], то элемент x[i] увеличивает на единицу длину НВП, поэтому устанавливаем lis[len] = x[i] и увеличиваем len на 1. Если lis[k] < x[i]  lis[k + 1], то заменяем lis[k + 1] на x[i]. Эта операция не увеличивает длину НВП, но может лексикографически уменьшить хвост НВП. После обработки всех элементов массива х значение len содержит длину НВП.
#include <cstdio>

#include <algorithm>

using namespace std;

int x[10] = {3, 1, 4, 2, 5, 3, 7, 6, 3, 8};

int i, len, pos, lis[10];

void main(void)

{

  for (len = i = 0; i < 10; i++)

  {

    pos = lower_bound(lis,lis+len,x[i]) - lis;

    // if (pos < len) lis[pos] = x[i]; else lis[len++] = x[i];

    lis[pos] = x[i]; if (pos == len) len++;

  }

  printf("length of the LIS: %d\n",len);

}


[image: image6.emf]3 1 4 2 5 3 7 6 3 8 x  = 


         
[image: image7.emf]3


         
[image: image8.emf]1


         
[image: image9.emf]1 4


         
[image: image10.emf]1 2


         
[image: image11.emf]1 2 5


         
[image: image12.emf]1 2 3


         
[image: image13.emf]1 2 3 7


         
[image: image14.emf]1 2 3 6


         
[image: image15.emf]1 2 3 6


         
[image: image16.emf]1 2 3 6 8


Рассмотрим реализацию поиска длины НВП при помощи множества set. Поскольку в предыдущем примере массив lis всегда остается отсортированным, то вместо него можно использовать множество s. 
#include <cstdio>

#include <algorithm>

#include <set>

#include <vector>

using namespace std;

int x[10] = {3, 1, 4, 8, 5, 3, 7, 6, 3, 4};

vector<int> xx(x,x+10);

int LIS(vector<int> &a)

{

  int i, n = a.size();

  set<int> s;

  set<int>::iterator iter;

  pair<set<int>::iterator,int> ret;

  for(i = 0; i < n; i++)

  {

// s.insert возвращает пару. Первый элемент - итератор, указывающий на только 

// что вставленный элемент или на элемент, который уже находится во множестве. 

// Второй элемент пары равен true, если новый элемент 

// был вставлен и false если он уже существовал во множестве.

    ret = s.insert(a[i]);

    if (ret.second)

    {

      iter = ret.first; iter++;

      if (iter != s.end()) s.erase(iter);

    }

  }

  return s.size();

}

void main(void)

{

  int res = LIS(xx);

  printf("%d\n",res);

}

Следующая программа помимо поиска длины НВП выводит и саму последовательность при помощи функции print_seq. При этом используются два дополнительных массива:
· no[pos] = i означает что элемент x[i] был вставлен в массив lis в позицию pos (то есть была произведена операция lis[pos] = x[i]),

· pred[i] = j означает что если НВП заканчивается элементом x[i], то перед x[i] в НВП стоит элемент x[pred[i]].
Если len – длина НВП, то последним элементом НВП будет x[no[len – 1]], предпоследним x[pred[no[len – 1]]], третьим с конца x[pred[pred[no[len – 1]]]] и так далее.
#include <cstdio>

#include <algorithm>

#include <memory>

#define MAX 10
using namespace std;

int x[10] = {3, 1, 4, 8, 5, 3, 7, 6, 3, 4};

int i, len, pos, lis[MAX], no[MAX], pred[MAX];

void print_seq(int pos)

{

  if (pred[pos] != -1) print_seq(pred[pos]);

  printf("%d ",x[pos]);

}

void main(void)

{

  for (len = i = 0; i < MAX; i++)

  {

    pos = lower_bound(lis,lis+len,x[i]) - lis;

    lis[pos] = x[i]; no[pos] = i;

    pred[i] = (pos) ? no[pos-1] : -1;

    if (pos == len) len++;

  }

  printf("length of the LIS: %d\n",len);

  print_seq(no[len-1]); printf("\n");

}
	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	x[i]
	3
	1
	4
	8
	5
	3
	7
	6
	3
	4

	pred[i]
	-1
	-1
	1
	2
	2
	1
	4
	4
	1
	8


После оконания работы программы no содержит {1, 8, 9, 7}.
Функция print_seq выведет 1, 4, 5, 6. Длина НВП равна len = 4. Последний элемент НВП равен x[no[len – 1]] = x[no[3]] = x[7] = 6. Двигаясь назад при помощи массива pred, получим: 

	i
	x[i]
	pred[i]

	7
	6
	4

	4
	5
	2

	2
	4
	1

	1
	1
	-1
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lis[9] = max(lis[0], lis[1], lis[5], lis[8]) + 1 = 3
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