ОБРАБОТКА ПОДМНОЖЕСТВ В ДИНАМИЧЕСКОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ
МАСКИ ПОДМНОЖЕСТВ

Подмножество P заданного множества M (P  M), содержащего n элементов, представляется при помощи маски. Маской называется целое число, состоящее из n бит, в котором i - ый бит равен 1, если i - ый элемент множества M входит в подмножество P. 

Рассмотрим множество M = {4, 5, 10, 14, 20}. Тогда любое подмножество можно закодировать целым числом из 5 бит. Соответствующие маски принимают значения от 0 до 31. Нулю соответствует всегда пустое множество, значению 2n – 1 само множество M. В следующей таблице представлены некоторые подмножества M и соответствующие им маски:
	подмножество
	
	{4, 10, 14}
	{10}
	{4, 5, 10, 14, 20}

	маска
	000002 = 0
	101102 = 22
	001002 = 4
	111112 = 31


Пример 1. Имеется множество А = {1, 2, 3, …, 15}. Массив m содержит элементы, входящие в подмножество B  A. Составить маску подмножества. По маске подмножества вывести элементы, входящие в подмножество.
#include <stdio.h>

int m[] = {2,5,7,13,14};

int mask;
Функция BuildMask строит маску подмножества А размера size, элементы которого хранятся в массиве m.
int BuildMask(int *m,int size)

{

  int i,mask=0;

  for(i=0;i<size;i++)

    mask |= (1 << m[i]);

  return mask;

}
По маске mask и размеру size множества А выводятся элементы подмножества B, которые характеризуются маской.

void PrintSet(int mask,int size)

{

  int i;

  for(i=0;i<size;i++)

    if (mask & (1 << i)) printf("%d ",i);

  printf("\n");

}
Строим маску подмножества B  A = {1, 2, 3, …, 15}, где |B| = 5, а элементы B заданы в массиве m. Функция PrintSet выводит  элементы подмножества B, описываемые маской mask. Второй аргумент функции содержит мощность множества А.
void main(void)
{ 

  mask = BuildMask(m,5);

  PrintSet(mask,15);

}

Пример 2. Создадим массив f[1023], в котором f[i] содержит количество единиц в бинарном представлении числа i. Изначально положим f[0] = 0. Пусть j – число, полученное из i заменой последней единицы в его бинарном представлении на 0. Очевидно, что f[i] = 1 + f[j]. 
Число, состоящее из единственного последнего единичного бита числа i в том же месте, равно low = (i ^ (i – 1)) & i. Например, если i = 6 = 1102, то low = 102 = 2. Если i = 44 = 1011002, то low = 1002 = 4. 

Если в числе  i заменить последний единичный бит на 0, то получится i ^ low, то есть f[i] = 1 + f[i ^ low]. Занесем f[0] = 0 и будем последовательно вычислять по этой формуле значения f[1], f[2], … f[1023]. Поскольку i ^ low < i, то при вычислении f[i] значение f[i ^ low] уже подсчитано.
#include <stdio.h>

#define MAX 10

int f[1<<MAX];

void main(void)

{


int i, low;


f[0] = 0;

 for(i = 1; i < (1 << MAX); i++)

 {

   low = (i ^ (i - 1)) & i;

   f[i] = 1 + f[i ^ low];

 }


for(i = 1; i < (1 << MAX); i++) printf("%d ",f[i]); printf("\n");

}
Пример 3. Пусть m – битовая маска. Переберем все ее подмаски, то есть такие маски s, в которых могут быть включены только те биты, которые были включены в маске m.
#include <stdio.h>

void masks(int m)

{

  int s = m;

  while(s > 0)

  {

    printf("%d ",s);

    s = (s - 1) & m;

  }

  printf("0\n");

}

int main(void)

{

  masks(19);  

  return 0;

}
Пусть s – текущая подмаска, от которой следует перейти к следующей. Отняв от нее единицу, мы снимем самый правый единичный бит, а все биты правее него установим в 1. Убрав операцией & все лишние биты, не входящие в маску m, мы обрежем маску s – 1 до наибольшего значения, которое она может принять. То есть до следующей подмаски после s в порядке убывания. Отдельно следует обработать подмаску s = 0.
БИТОВОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МАТРИЦЫ СМЕЖНОСТИ ГРАФОВ

Для решения NP полных задач на графах, когда количество вершин n не велико (n < 31), иногда удобно представлять граф линейным массивом g, в котором g[i] содержит информацию про ребра, инцидентные вершине i. g[i] является битовой маской подмножества B  A = {0, 1, 2, …, n – 1}: j-ый бит g[i] содержит 1 тогда и только тогда, когда существует ребро i  j.
Пример 3. Рассмотрим неориентированный граф, заданный во входном файле graph.in:
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Первая строка содержит количество вершин графа. Следующие строки описывают ребра графа. Прочитаем данные графа и построим матрицу смежности в линейном массиве g. Существование ребра i  j характеризуется тем фактом, что g[i] & (1 << j) = 1. Далее в двойном цикле for выведем на печать матрицу смежности.
#include <stdio.h>

#include <memory.h>

int g[16];

int i,j,n;

void main(void) 

{ 

  freopen("graph.in","r",stdin);

  scanf("%d",&n);

  memset(g,0,sizeof(g));

  while(scanf("%d %d",&i,&j) == 2)

    g[i] |= (1 << j), g[j] |= (1 << i);

  for(i=0;i<n;i++)

  {

    for(j=0;j<n;j++)

      if (g[i] & (1 << j)) printf("1 "); else printf("0 ");

    printf("\n");

  }

}
Иногда информацию о матрице смежности удобнее держать в линейном массиве g, в котором g[2i] = g[1 << i] содержит информацию про ребра, инцидентные вершине i.

#include <stdio.h>

#include <memory.h>

int g[1 << 16];

int i,j,n;

void main(void) 

{ 

  freopen("graph.in","r",stdin);

  scanf("%d",&n);

  memset(g,0,sizeof(g));

  while(scanf("%d %d",&i,&j) == 2)

    g[1 << i] ^= (1 << j), g[1 << j] ^= (1 << i);

  for(i=0;i<n;i++)

  {

    for(j=0;j<n;j++)

      if (g[1 << i] & (1 << j)) printf("1 "); else printf("0 ");

    printf("\n");

  }

}
ЗАДАЧИ
1. Орехи для орехов [Вальядолид, 10944]. На острове разбросаны орехи. Лари хочет собрать все орехи по кратчайшему пути и вернуться на исходное место.

Вход. Первая строка каждого теста содержит длину x и ширину y острова (x, y < 20). Далее следуют x строк, описывающих карту острова. Карта состоит из символов ‘L’ (начальное местоположение Лари), ‘.’ (пустое место),  ‘#’ (орех). Лари может передвигаться за один шаг в любом из 8 соседних направлений (по горизонтали, вертикали и диагонали). Количество орехов не более 15. Символ ‘L’ на карте только один.

Выход. Для каждого теста вывести минимальное число шагов, которое следует пройти Лари, чтобы собрать все орехи и вернуться на исходное место.
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	Пример выхода
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2. Забор для травы [Топкодер, раунд 314, дивизион 1, уровень 2]. У Миссис Данси имеются несколько частей изгороди. Она хочет при помощи них ограничиться максимальную площадь. При этом известно, что любая замкнутая изгородь должна иметь форму треугольника, каждая сторона которого равна одной из имеющихся частей. Резать части нельзя, каждая сторона треугольника должна состоять только из одной части изгороди.

Необходимо найти максимальную площадь участка, которую можно оградить треугольными формами.

Класс: GrasslandFencer
Метод: double maximalFencedArea(vector<int> fences)
Ограничения: fences содержит от 1 до 16 элементов, 1  fences [i]  100.

Вход. Целочисленный массив fences, содержащий длины имеющихся кусков забора. 

Выход. Максимальная площадь, которую можно оградить треугольными формами.

Пример входа

	fences

	{3,4,5,6,7,8,9}

	{1,2,4,8}

	{7,4,4,4}


Пример выхода

36.754383146489694 

0.0

6.928203230275509
3. Продавцы картин [Топкодер, раунд 430, дивизион 2, уровень 3]. Имеется общество любителей искусства, которые время от времени продают и покупают картины друг у друга. Каждая продажа картины происходит согласно следующим правилам:

· Цена картины, по которой она продается, должна быть не меньше цены, по которой она покупалась;

· Ни один продавец не может купить одну и ту же картину дважды.

Некая новая картина появилась на рынке, и ее приобрел торговец с номером 0. Далее эта картина будет перепродаваться среди имеющихся любителей. Ячейка массива price[i][j] содержит цену, за которую i - ый торговец готов продать эту картину j - ому. Значение ‘0’ является наименьшей ценой, а ‘9’ – наибольшей. Необходимо определить наибольшее количество продавцов (включая 0 и последнего), которые могут владеть новой картиной. 

Класс: ImageTraders

Метод: int maxOwners(vector<string> price)
Ограничения: price содержит в точности n элементов, 2  n  15, каждый элемент price содержит n символов ‘0’ – ‘9’.

Вход. Массив price содержит информацию о ценах продажи новой картины между продавцами.

Выход. Наибольшее количество продавцов (включая нулевого и последнего), которые могут владеть новой картиной.

Пример входа

	price

	{"01",

 "10"}

	{"022",

 "101",

 "110"}

	{"01231",

 "00231",

 "00031",

 "00002",

 "00000"}


Пример выхода

2

2

4

УКАЗАНИЯ И РЕШЕНИЯ
1. Орехи для орехов [Вальядолид, 10944]. Классическая задача коммивояжера. Следует найти цикл минимальной длины, проходящий по всем вершинам графа. Или то же самое что найти гамильтонов цикл минимальной длины. Задача является NP полной и требует экспоненциального времени для ее решения относительно числа вершин в графе.

Пусть n – число вершин в графе. Каждому ореху и начальному местоположению Лари поставим в соответствие вершину графа. Из условия задачи следует, что n 16. Все вершины графа будут попарно соединены (решается евклидова задача коммивояжера). Длина ребра, соединяющего вершины которым соответствуют координаты (a, b) и (c, d), равна max( |a – c|, |b – d| ). Матрицу смежности построенного графа храним в двумерном массиве m.

Можно сгенерировать при помощи функции next_permutation все возможные перестановки чисел от 1 до n, каждой перестановке будет соответствовать гамильтонов цикл. Ищем минимальное значение среди всех длин таких циклов. Приведенный алгоритм требует n! времени, что для n = 16 слишком много (следует перебрать 16! = 20922789888000 вариантов).

Используя метод динамического программирования, можно решить задачу с оценкой O(2n) по используемой памяти и O(n2 * 2n) по времени работы алгоритма. При n = 16 следует перебрать 16777216 вариантов, что реально по времени.

Для непустого подмножества S  {1, 2, …, n} и каждой вершины i S определим dp(S, i) как длину кратчайшего пути, начинающегося в первой (начальной) вершине, проходящего по всем вершинам из множества S \ {i} в произвольном порядке и оканчивающегося в вершине i. Тогда имеют место равенства:

dp({1, i}, i) = m[1][i], 

dp(S, i) = 
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Значения dp(S, i) пересчитываем динамически, запоминая их в массиве dp. Гамильтонов цикл минимальной длины равен
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Пример. В первом тесте достаточно пройти вниз острова (4 шага), собрав по пути все орехи, и подняться вверх к исходному месту (еще 4 шага).

Реализация. Определим переменную INF, условно равную бесконечности, максимально возможное число вершин в графе MAX и массив dp, в котором будем хранить динамически пересчитываемые значения dp(S, i). Каждое подмножество S будем хранить в виде числа, в котором i - ый бит равен 1, если вершина с номером i в нем присутствует, и нулю иначе. Например, при n = 5 подмножество {1, 4, 5} кодируется числом 110012 = 25.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <memory.h>

#define INF 100000000

#define MAX 16

int dp[1<<MAX][MAX+1];

int xx,yy,i,j,tests,t,nuts;
int total,n2,temp;

Карту острова храним в символьном массиве mas, координаты орехов и начального положения Лари – в массивах x и y, матрицу смежности графа – в массиве m.

char mas[21][21];

int x[21],y[21], m[21][21];

int max(int i, int j)

{

  return (i > j) ? i : j;

}

Функция solve вычисляет значение dp(S, last), где множество S кодируется целым числом mask. При этом S \ {last} равно mask ^ 1<<(last – 1). Далее перебираем все i, i  S \ {last} и ищем минимальное значение res среди dp(S \ {last}, i) + m[i, last]. Переменная res указывает на ячейку dp[mask][last], так что с изменением res изменяется и само значение dp[mask][last].

int solve(int mask,int last)

{

  int i,cr;

  int &res=dp[mask][last];

  if(res < 0)

  {

    mask^=1<<(last-1);

    res=INF;

    for(i=1; i<=nuts; ++i)

      if(mask&(1<<(i-1))) 

      {

        cr=solve(mask,i)+m[i][last];

        if(cr<res) res=cr;

      }

  }

  return res;

}

void main(void)

{

Основной цикл программы. Читаем данные острова в массив mas, заносим координаты орехов в массивы x и y. Начальное местоположение Лари сохраняем в (x[1], y[1]).

  while(scanf("%d %d\n",&xx,&yy) == 2)

  {

    for(i=0;i<xx;i++) gets(mas[i]);

    nuts=1;

    for(i=0;i<xx;i++) 

    for(j=0;j<yy;j++) 

      if (mas[i][j] == 'L')

      {

        x[1] = i; y[1] = j;

      } else

      if (mas[i][j] == '#')

      {

        x[++nuts] = i; y[nuts] = j;

      }     

Число вершин графа, равное количеству орехов на острове плюс один (начальное состояние Лари), хранится в переменной nuts. Если орехов на острове нет, то выводим 0.

    if (nuts == 1)

    {

      printf("0\n"); continue;

    }

Строим матрицу смежности графа m. Вычисляем длины ребер.

    memset(m,0x3F,sizeof(m));

    for(i=1;i<nuts;i++) 

    for(j=i+1;j<=nuts;j++) 

      m[i][j] = m[j][i] = max(abs(x[i] - x[j]), abs(y[i] - y[j]));

Изначально значения dp(S, i) неизвестны, положим их равными некоторому отрицательному числу. При этом dp({1}, 1) = 0 (минимальный путь из первой вершины в нее же без посещения других вершин равен нулю). В переменной total храним искомую минимальную длину цикла.

    memset(dp,-1,sizeof(dp));

    dp[1][1] = 0;

    total = INF;

    n2=1<<nuts;
Вычисляем гамильтонов цикл минимальной длины и печатаем результат. Значение n2 – 1 соответствует множеству {1, 2, 3, ..., nuts}. Вычисляем минимум среди всех значений dp({1, 2, ..., nuts}, i) + m[i, 1], 2  i  nuts.

    for(i=2;i<=nuts;i++)

    {

      temp = solve(n2-1,i) + m[i][1];

      if(temp < total) total = temp;

    }

    printf("%d\n",total);

  }

}

2. Забор для травы [Топкодер, раунд 314, дивизион 1, уровень 2]. Площадь треугольника со сторонами a, b, c ищем в функции area(a, b, c) по формуле Герона:
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Пусть P – некоторое подмножество имеющихся кусков забора. Функция FindSol(mask) будет находить максимальную площадь, которую можно оградить при помощи них треугольными формами. Переменная mask содержит маску подмножества: она является 16-битовым числом, i-ый бит которого равен 1,  если подмножество P содержит кусок fences[i], и 0 иначе. Ответом на задачу в таком случае будет значение FindSol(2n - 1), где n – количество чисел в массиве fences.

Значения всевозможных масок mask лежит в промежутке от 0 до 216 – 1 (по условию имеются не более 16 кусков забора). В ячейке best[mask] храним максимальную площадь, которую можно оградить подмножеством кусков изгороди, описывающим маской mask.

Для вычисления FindSol(mask) следует перебрать все возможные тройки кусков забора i, j, k, присутствующих в mask, проверить для них неравенство треугольника (можно ли из них составить треугольник) и найти сумму area(fences[i], fences[j], fences[k]) + FindSol(mask \ {i, j, k}). Перебираем все тройки (i, j, k) и находим такую, для которой указанная сумма максимальна. Ее значение присваиваем ячейке best[mask]. Извлечение из подмножеста mask i – го элемента эквивалентно выполнению операции исключающего или: mask ^ (1 << i).

Если изначально длины кусков забора отсортировать, то при проверке неравенства треугольника (стороны которого равны fences[i], fences[j], fences[k]), достаточно проверить только одно условие:

fences[i] + fences[j] > fences[k],

так как из неравенства fences[i]  fences[j]  fences[k] всегда сдедует, что fences[i] + fences[k] > fences[j] и fences[j] + fences[k] > fences[i].

#include <cstdio>

#include <cmath>

#include <vector>

#include <algorithm>

using namespace std;

double best[1<<16];

int n;

class GrasslandFencer{

public:

  vector<int> f;

  double FindSol(int mask)

  {

    int i,j,k;

    double mx = 0;

    if (best[mask] >= 0.0) return best[mask];

    if (!mask) return 0;

    for(i=0;i<n-2;i++) if (mask & (1<<i))

    for(j=i+1;j<n-1;j++) if (mask & (1<<j))

    for(k=j+1;k<n;k++) if (mask & (1<<k))

      if (f[i] + f[j] > f[k]) mx = max(mx,area(f[i],f[j], f[k])+

                             FindSol(mask ^ (1 << i) ^ (1 << j) ^ (1 << k)));

    best[mask] = mx;

    return mx;

  }

  double area(int a, int b, int c)

  {

    double p = (a+b+c)/2.0;

    return sqrt(p*(p-a)*(p-b)*(p-c));

  }

  double maximalFencedArea(vector<int> fences)

  {

    sort(fences.begin(),fences.end());

    n = fences.size(); f = fences;

    memset(best,-1,sizeof(best));

    return FindSol((1<<n)-1);

  }

};

3. Продавцы картин [Топкодер, раунд 430, дивизион 2, уровень 3]. Состоянием будем называть тройку (mask, i, p), обозначающую тот факт, что продавец с номером i заплатил за новую картину цену p, причем картиной не владели только те продавцы, на местах которых в mask стоят 0. Например, состояние (0010111, 3, 5) говорит о том, что третий продавец приобрел картину стоимостью 5, причем картиной еще не владели 3, 5 и 6 продавцы (крайняя справа единица в маске соответствует нулевому продавцу).

Начальное состояние имеет вид (1, 0, 0) – нулевой продавец приобрел картину за цену 0 и может продать ее любому из продавцов.

Функция solve(mask, last, id) возвращает наибольшее количество продавцов, которые могут владеть новой картиной, если на данный момент продавец с номером last приобрел картину стоимостью id, а продавать картину можно только тем продавцам, которым в маске mask соответствуют нули. Если текущий продавец никому продать картину не может, то наибольшая длина пути картины равна количеству единиц в двоичном коде числа mask.

Совершаем перебор всех возможных продаж с запоминанием всех состояний в массиве m.

#include <cstdio>

#include <string>

#include <vector>

#include <memory>

using namespace std;

int n,m[1<<15][10][15];

vector<string> P;

int ones(int n)

{

  int c=0;

  while(n) c++,n=n&(n-1);

  return c;

}

int solve(int mask, int last, int id)

{

  int temp,i,&ret = m[mask][last][id];

  if (ret) return ret;

  ret = ones(mask);

  for(i = 0; i < n; i++)

    if(!(mask & 1<<i) && (P[id][i] -'0') >= last ) 

    {

      temp = solve(mask | 1<<i , P[id][i] -'0', i);

      if (temp > ret) ret = temp;

    }

  return ret;    

}

class ImageTraders

{

public:

  int maxOwners(vector<string> price)

  {

    memset(m,0,sizeof(m));

    P = price; n = (int)price.size();

    return solve(1,0,0);

  }

};
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