Производящие функции
Определение. Пусть a0, a1, ..., an, ... – произвольная (бесконечная) последовательность чисел. Производящей функцией (рядом) будем называть ряд вида 
A(s) = a0 + a1 s + a2 s2 + a3 s3 + ... = 
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Определение. Пусть a0, a1, ..., an, ... – произвольная (бесконечная) последовательность чисел. Экспоненциальной производящей функцией будем называть ряд вида 
A(s) =
[image: image2.wmf]å
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В сумму входят члены ряда начиная с n  0, но иногда удобнее расширить диапазон суммирования на все целые n. Для этого полагают a-1 = a-2 = a-3 = … = 0, после чего сумма 
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 может быть записана как 
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Определение. Суммой двух производящих функций

A(s) = a0 + a1 s + a2 s2 + a3 s3 + ...      и      B(s) = b0 + b1 s + b2 s2 + b3 s3 + ... 
называется производящая функция 
A(s) + B(s) = (a0 + b0) + (a1 + b1) s + (a2 + b2) s2 + (a3 + b3) s3 + ...
Линейность. Если  и – константы, то последовательность cn =   an +   bn имеет производящую функцию C(s) =  A(s) +   B(s).
Сдвиг вправо. Пусть последовательность bn определяется через последовательность an сдвигом вправо на m позиций:

bn = <0, 0, …, 0, a0, a1, … > = an – m   (bm = a0, bm+1 = a1 , …)
Тогда 

B(s) = 
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 = sm *  
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 = sm * A(s).
Через [<условие>] далее будем обозначать выражение, которое равно 1, если <условие> истинно и 0, если ложно. Например, выражение [n = 0] при n = 3 или n = 6 равно 0, а при n = 0 равно 1.

Пример 1. Последовательность <1, 0, 0, 0, 0…> имеет производящую функцию 

A(s) = 1 * s0 + 0 * s1 + 0 * s2 + 0 * s3 + … = 
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Рассмотрим последовательность bn = <0, ..., 0, 1, 0, 0, …>, в которой только на m – ом месте стоит единица. Она образована из an = <1, 0, 0, 0, 0…> сдвигом вправо на m позиций. Производящая функция последовательности bn имеет вид:

B(s) = sm * A(s) = 
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Производящая функция A(s) может иметь два вида в замкнутой форме: 

1. A(s) выражается через s в замкнутом виде;

2. Заданы значения  an через n.

Пример 2. Производящей функцией последовательности <1, 1, 1, … > будет
A(s) = 
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 = 1 + s + s2 + s3 + … = 
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Замкнутый вид производящей функции: A(s) = 
[image: image13.wmf]s
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Значения коэффициентов последовательности: an = 1.
Умножение на константу
A(c  s) = 
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 – производящая функция последовательности < cnan >
Пример 3. Производящей функцией последовательности <1, 2, 4, 8, … > будет
B(s) = A(2 s),

где  A(s) – производящая функция последовательности <1, 1, 1, … >.

B(s) = A(2 s) = 
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Пример 4. Производящей функцией последовательности <1, 4, 6, 4,  1, 0, 0 … > будет
A(s) = 1 + 4 s + 6 s2 + 4 s3 + s4 = (1 + s)4
Сдвиг влево. Пусть последовательность bn определяется через последовательность an сдвигом влево на m позиций:

bn = <am , am+1 , am+2 ,… > = an+m    (b0 = am, b1 = am+1 , …)
Для получения производящей функции B(s) последовательности bn из A(s) необходимо отнять первые m членов из A(s) и поделить на zm:

B(s) = (A(s) – a0 – a1s – a2s2 – … – am-1sm-1) / sm = 
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Последнюю сумму нельзя распространять на все значения n, если только не выполняется a0 = … = am-1 = 0.

Дифференцирование. Вычислим производную производящей функции A(s):

A’(s) = a1 + 2a2  s + 3a3  s2 + … = 
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Совершим сдвиг на одну позицию вправо:

s A’(s) = 
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производящая функция последовательности <nan>.
Пример 5. Производящей функцией последовательности bn = <1, 2, 3, 4, … > будет
B(s) = 1 + 2 s + 3 s2 + 4 s3 + … 

Найдем ее замкнутый вид. Известно, что производящей функцией последовательности an = <1, 1, 1, … > будет
A(s) =  
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Тогда производящей функцией последовательности <nan> = <0, 1, 2, 3, … > будет
s A’(s) = 
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Выполним сдвиг влево на одну позицию:

B(s) = (s A’(s) – 0) / s = 
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)

1

(

1

s

-


Інтегрирование. Интегрирование дает возможность разделить элементы последовательности на n. Пусть A(s) = a0 + a1 s + a2 s2 + a3 s3 + ... . Тогда
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a3 s4 + ... = 
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производящая функция последовательности <an-1 / n>. Если необходимо получить производящую функцию для <an / n>, тогда необходимо перед интегрированием совершить сдвиг на одну позицию влево (вместо A(s) интегрировать (A(s) – a0) / s.  Действительно:
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a1 s + 
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Прмер 6. Найдем производящую функцию последовательности
bn = <0, 1, 
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Известно, что производящей функцией <an> =  <1, 1, 1, …> будет 
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Тогда производящей функцией bn = an-1 / n будет 
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Извлечение членов с четными и нечетными номерами. ПустьA(s) – производящая функция последовательности <a0, a1, a2, a3, a4, … >. Найдем производящую функцию последовательностей <a0, 0, a2,  0,  a4, … > и <0, a1, 0, a3, 0, … >. Известно, что
A(s) + A(–s) = 
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Откуда 
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Аналогично можно извлечь члены с нечетнымим номерами:
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Пример 6. Найдем производящую функцию последовательности bn = <1, 0, 1, 0, … >. Для ее нахождения необходимо извлечь члены с четными номерами из последовательности an = <1, 1, 1, 1, … >. Производящей функцией an является A(s) = 
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Определение. Произведением двух производящих функций A(s) и B(s) называется производящая функция 
A(s) B(s) = (a0 + a1s + a2s2 + … )  (b0 + b1s + b2s2 + … ) = 

(a0  b0) + (a0  b1 + a1  b0) s + (a0  b2 + a1  b1  + a2  b0) s2 + ... = 
[image: image56.wmf]å
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Определение. Сверткой двух последовательностей <a0, a1, a2, … an> и <b0, b1, b2, … bn> называется последовательность <a0b0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0, …,
[image: image57.wmf]å
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Лемма. Свертке последовательностей соответствует произведение их производящих функций.

Пусть A(s) = 1 + s + s2 + s3 + … = 
[image: image58.wmf]s
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. Вычислим ее произведение на B(s) = 
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A(s) B(s) = (1 + s + s2 + … )  (b0 + b1s + b2s2 + … ) = 
(b0) + (b1 + b0) s + (b2 + b1  + b0) s2 + ...
Или то же самое что
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 EMBED Equation.3 [image: image61.wmf]å
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Лемма. Умножение производящей функции на 
[image: image64.wmf]s
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 дает производящую функцию для последовательности частичных сумм исходной последовательностиі.

Пример 7. Последовательность an = <1, 2, 3, 4, … > образуется из частичных сумм последовательности bn = <1, 1, 1, 1, … >. Если производящей функцией bn является  
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Последовательность Фибоначчи определяется соотношением 
f0 = 0, f1 = 1, fn+2 = fn+1 + fn, n > 1
Ее первыми членами будут 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... . 

Производящая функция для последовательности Фибоначчи имеет вид:
fib(s) = 0 + s + s2 + 2s3 + 3s4 + 5s5 + 8s6 + 13s7 + 21s8 + ... .

fib(s) = 
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s + s2 fib(s) + s (fib(s) – f0).
То есть fib(s)  (1 – s – s2) = s, откуда fib(s) = 
[image: image74.wmf]2
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Пример. Построим производящую функцию последовательности чисел Фибоначчи, взятую через один: <f0, 0, f2, 0, f4, 0, … >. 
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Последовательность <f0, f2, f4, … > имеет производщую функцию 
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Задача. Фан порядка n – это граф с вершинами {0, 1, 2, …, n} и 2n – 1 ребрами, определенными следующим образом: вершина 0 соединена со всеми остальными вершинами, а вершина k соединена с вершиной k + 1 (1 ≤ k < n). Необходимо вычислить количество остовных деревьев gn в таком графе.

На рисунке изображен фан порядка n = 4.
Остовное дерево будет содержать n ребер. Хотя существует всего 
[image: image81.wmf]n
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 вариантов выбрать n ребер из 2n – 1, но не каждый такой подграф будет остовным деревом.
Построим рекуррентное соотношение для gn. Рассмотрим, как самая верхняя вершина (вершина n) соединена с остальным деревом. Если она соединена с вершиной n – 1, то далее существует gn-1 остовных деревьев для фана размера n – 1. Рассмотрим теперь случай, когда вершины n и 0 соединены между собой. Тогда найдется такое число k ≤ n, что вершины n, n – 1, n – 2, …, k непосредственно соединены между собой, но ребро (k, k – 1) не входит в остов. Тогда остов не содержит ребер между вершиной 0 и вершинами n – 1, n – 2, …, k.
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Пример

Для n = 4 имеем: g4 = g3 + (g3 + g2 + g1) + 1. Очевидно, что g1 = 1, так как в графе должно присутствовать ребро, соединяющее имеющиеся две вершины. Изобразив все остовные деревья фанов для n = 2 и n = 3 можно удостовериться, что g2 = 3 и g3 = 8.

Тогда g4 = 2g3 + g2 + g1 + 1 = 2 * 8 + 3 + 1 + 1 = 21.

Рекуррентность имеет вид: gn = gn-1 + (gn-1 + gn-2 + gn-3 + … +  g1) + 1 = gn-1 + 
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Положим g0 = 0, так как существование фана порядка 0 невозможно.

Ответ задачи: gn = f2n. Докажем его методом математической индукции. Доказываемое равенство перепишется в виде: f2n = f2n-2 + 
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 + 1. Учитывая, что F2 + F4 + F6 + … +  F2n = F2n+1 – 1, получим: f2n = f2n-2 + (f2n-1 – 1) + 1, что верно.
Построим производящую функцию G(s), соответствующую последовательности gn. Для этого саму рекуррентность перепишем в виде

gn = gn-1 + 
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откуда

G(s) = 
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Получили производящую функцию четных членов последовательности Фибоначи <f0, f2, f4, … >.
Последовательность Каталана определяется соотношением 
с0 = 1, 

сn = c0cn-1 + c1cn-2 + c2cn-3 + ... + cn-1c0 при n > 0
Ее первыми членами будут 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, ... .

Например, при n = 5: c5 = 1 * 5 + 1 * 2 + 2 * 1 + 5 * 1 = 14.

Производящая функция для последовательности Каталана имеет вид:

cat(s) = 1 + s + 2s2 + 5s3 + 14s4 + 42s5 + 132s6 +  ... .

Найдем ее замкнутую форму. Для этого сначала записшем формулу в виде
сn = 
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Умножим формулу на sn и просуммируем:

cat(s) = 
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Откуда 
cat(s) = 
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Для правильного выбора знака (плюс или минус) подставим s = 0:  cat(0) должно равняться c0 = 1. А это возможно лишь при выборе знака минус. Поэтому
cat(s) = 
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Заметим, что 
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Вычислим значения коэффициента в производящей функции при sn. Согласно биномиальной теореме:
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Таким образом
сn = 
[image: image121.wmf]1

2

+

n

C

n

n


УПРАЖНЕНИЯ
1. Найти производящие функции следующих последовательностей:

а) <f1, f3, f5, … > , где fi – числа Фибоначчи;

б) f(s, n) – количество способов представить число s в виде суммы n слагаемых, каждый из которых равен одному из чисел k1, k2, …, km.
2. Вычислить сумму ряда
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где fi – числа Фибоначчи.
УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЯМ
1. Нахождение производящих функций последовательностей.

а) Если fib(s) – производящая функция последовательности Фибоначчи, то fib1(s) = 
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 будет производящей функцией для  <0, f1, 0, f3, 0, f5, … >. Учитывая, что fib(s) = 
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Для получения производящей функции fib2(s) для последовательности <f1, 0, f3, 0, f5, … >, необходимо совершить сдвиг влево на одну позицию: 

fib2(s) = fib1(s) / s = 
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Отсюда производящая функция для нечетных номеров чисел Фибоначчи равна
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б) Производящей функцией будет 
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, поскольку разложив ее по степеням x, коэффициентом при xs будет искомое количество способов. Если, например, значениями слагаемых будут числа 0, 1, …, m – 1, то имеет место равенство:
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2. Сумма является сверткой последовательности чисел Фибоначчи <f0, f1, f2, … >  самой с собой. Производящей функцией свертки будет
A(s) = fib2(s) = 
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В то же время известно, что
fib(s) = 
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Это действительно так, поскольку
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Поэтому 

A(s) = 
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Поскольку 
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A(s) = 
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