ТВІРНІ ФУНКЦІЇ
Означення. Нехай a0, a1, ..., an, ... – довільна (нескінченна) послідовність чисел. Твірною функцією (рядом) будемо називати ряд виду 
A(s) = a0 + a1 s + a2 s2 + a3 s3 + ... = 
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Означення. Нехай a0, a1, ..., an, ... – довільна (нескінченна) послідовність чисел. Експоненційною твірною функцією будемо називати ряд виду 
A(s) =
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¥

=

0

!

n

n

n

n

s

a


До суми входять члени ряда з n  0, але іноді зручніше розширити діапазон сумування на всі цілі n. Для цього припускають a-1 = a-2 = a-3 = … = 0, після чого сума 
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 може бути записана як 
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Означення. Сумою двох твірних функцій

A(s) = a0 + a1 s + a2 s2 + a3 s3 + ... 

 та

B(s) = b0 + b1 s + b2 s2 + b3 s3 + ... 
називається твірна функція 
A(s) + B(s) = (a0 + b0) + (a1 + b1) s + (a2 + b2) s2 + (a3 + b3) s3 + ...
Лінійність. Якщо  та – константи, то послідовність cn =   an +   bn має твірну функцію C(s) =  A(s) +   B(s).
Зсув вправо. Нехай послідовність bn визначається через послідовність an зсувом вправо на m позицій:

bn = <0, 0, …, 0, a0, a1, … > = an-m
Тоді 

B(s) = 
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 = sm * A(s).
Через [<умова>] далі будемо позначати вираз, який  дорівнює 1, якщо умова істина і 0, якщо хибна (позначення Д.Кнута [1]). Наприклад, вираз [n = 0] при n = 3 або n = 6 буде дорівнювати 0, а при n = 0 дорівнює 1.

Приклад 1. Послідовність <1, 0, 0, 0, 0…> має твірну функцію 

A(s) = 1 * s0 + 0 * s1 + 0 * s2 + 0 * s3 + … = 
[image: image9.wmf]å
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Розглянемо послідовність <0, ..., 0, 1, 0, 0, …>, в якій лише на m – ому місті стоїть одиниця. Вона утворена з <1, 0, 0, 0, 0…> зсувом вправо на m позицій. Твірна функція послідовності <0, ..., 0, 1, 0, 0, …> має вигляд:

B(s) = sm * A(s) = 
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Твірна функція A(s) може мати два вигляди у замкненому вигляді: 

1. A(s) виражається через s у замкненому вигляді;

2. Задані значення  an через n.

Приклад 2. Твірною функцією послідовності <1, 1, 1, … > буде
A(s) = 
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 = 1 + s + s2 + s3 + … = 
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Замкнений вигляд твірної функції: A(s) = 
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Значення коефіцієнтів послідовності: an = 1.
Множення на константу
A(c  s) = 
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 – твірна функція послідовності < cnan >
Приклад 3. Твірною функцією послідовності <1, 2, 4, 8, … > буде 

B(s) = A(2 s),

де  A(s) – твірна функція послідовності  <1, 1, 1, … >.

B(s) = A(2 s) = 
[image: image16.wmf]s

2

1

1

-

 = 
[image: image17.wmf]å

¥

=

×

0

2

n

n

n

s


Приклад 4. Твірною функцією послідовності <1, 4, 6, 4,  1, 0, 0 … > буде 

A(s) = 1 + 4 s + 6 s2 + 4 s3 + s4 = (1 + s)4
Зсув вліво. Нехай послідовність bn визначається через послідовність an зсувом вліво на m позицій:

bn = <am , am+1 , am+2 ,… > = an+m
Для отримання твірної функції B(s) послідовності bn із A(s) необхідно відняти перші m членів з A(s) та поділити на zm:

B(s) = (A(s) – a0 – a1s – a2s2 – … – am-1sm-1) / sm = 
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Останню суму не можна поширювати на всі значення n, якщо тільки не виконується a0 = … = am-1 = 0.

Диференціювання. Обчислимо похідну твірної функції A(s):

A’(s) = a1 + 2a2  s + 3a3  s2 + … = 
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Виконаємо зсув на одну позицію вправо:

s A’(s) = 
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 – твірна функція послідовності <nan>

Приклад 5. Твірною функцію послідовності bn = <1, 2, 3, 4, … > буде 

B(s) = 1 + 2 s + 3 s2 + 4 s3 + … 

Знайдемо її замкнений вид. Відомо, що твірною функцією послідовності an = <1, 1, 1, … > буде 

A(s) =  
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Тоді твірною функцією послідовності <nan> = <0, 1, 2, 3, … > буде 

s A’(s) = 
[image: image24.wmf]2
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Виконаємо зсув вліво на одну позицію:

B(s) = (s A’(s) – 0) / s = 
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Інтегрування. Інтегрування дає можливість поділити елементи послідовності на n. Нехай A(s) = a0 + a1 s + a2 s2 + a3 s3 + ... . Тоді
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твірна функція послідовності <an-1 / n>. Якщо необхідно отримати твірну функцію для <an / n>, тоді необхідно перед інтегруванням зробити зсув на одну позицію вліво (замість A(s) інтегрувати (A(s) – a0) / s). 

Приклад 6. Знайдемо твірну функцію послідовності
<bn> = <0, 1, 
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Відомо, що твірною функцією <an> =  <1, 1, 1, …> буде 
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Тоді твірною функцією <bn> = <an-1 / n> буде 
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Вилучення членів з парними та непарними номерами. Нехай A(s) – твірна функція послідовності <a0, a1, a2, a3, a4, … >. Знайдемо твірну функцію послідовностей <a0, 0, a2,  0,  a4, … > та <0, a1, 0, a3, 0, … >. Відомо, що
A(s) + A(–s) = 
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Звідси 
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Аналогічно можна вилучити члени з непарними номерами:
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Приклад 6. Знайдемо твірну функцію послідовності bn = <1, 0, 1, 0, … >. Для її знаходження необхідно вилучити члени з парними номерами із послідовності an = <1, 1, 1, 1, … >. Твірною функцією an є A(s) = 
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Означення. Добутком двох твірних функцій A(s) та B(s) називається твірна функція 
A(s) B(s) = (a0 + a1s + a2s2 + … )  (b0 + b1s + b2s2 + … ) = 

(a0  b0) + (a0  b1 + a1  b0) s + (a0  b2 + a1  b1  + a2  b0) s2 + ... = 
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Суму hn = 
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, оскільки ak = 0 при k < 0, а bn-k = 0 при k > n.

Означення. Згорткою двох послідовностей <a0, a1, a2, … an> та <b0, b1, b2, … bn> називається послідовність <a0b0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0, …,
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Лема. Згортці послідовностей відповідає добуток їх твірних функцій.

Нехай A(s) = 1 + s + s2 + s3 + … = 
[image: image55.wmf]s
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. Обчислимо її добуток на B(s) = 
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 EMBED Equation.3 [image: image58.wmf]å
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Лема. Множення твірної функції на 
[image: image61.wmf]s
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 дає твірну функцію для послідовності часткових сум вихідної послідовності.

Приклад 7. Послідовність an = <1, 2, 3, 4, … > складається із часткових сум послідовності bn = <1, 1, 1, 1, … >. Якщо твірною функцією bn є  
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Послідовність Фібоначчі визначається співвідношенням 
f0 = 0, f1 = 1, fn+2 = fn+1 + fn, n > 1
Її першими членами є 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... . 

Твірна функція для послідовності Фібоначчі має вигляд 

fib(s) = s + s2 + 2s3 + 3s4 + 5s5 + 8s6 + 13s7 + 21s8 + ... .

fib(s) = 
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s + s2 fib(s) + s (fib(s) - f0).
Отже fib(s)  (1 - s - s2) = s, звідки fib(s) = 
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Приклад. Побудуємо твірну функцію послідовності чисел Фібоначчі, взяту через один: <f0, 0, f2, 0, f4, 0, … >. 
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Послідовність <f0, f2, f4, … > матиме твірну функцію 
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Послідовність Каталана визначається співвідношенням 
с0 = 1, 

сn = c0cn-1 + c1cn-2 + c2cn-3 + ... + cn-1c0 при n > 0
Її першими членами є 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, ... .

Наприклад, при n = 5: c5 = 1 * 5 + 1 * 2 + 2 * 1 + 5 * 1 = 14.

Твірна функція для послідовності Каталана має вигляд:

cat(s) = 1 + s + 2s2 + 5s3 + 14s4 + 42s5 + 132s6 +  ... .

Знайдемо її замкнену форму.

cat(s) = 
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Звідки 
cat(s) = 
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Для правильного обрання знаку (плюс чи мінус) підставимо s = 0:  cat(0) повинно дорівнювати 1. А це можливо лише при обранні знака мінус. Отже

cat(s) = 
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Обчислимо значення коефіцієнта у твірній функції при sn. За біноміальною теоремою:
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(використано формулу 
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ВПРАВИ

1. Знайти твірні функції наступних послідовностей:

а) <f1, f3, f5, … > , де fi – числа Фібоначчі;

б) f(s, n) – кількість способів представити число s у вигляді суми n доданків, кожен із яких дорівнює одному із чисел k1, k2, …, km.
2. Обчислити суму ряда
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де fi – числа Фібоначчі.
ВКАЗІВКИ ДО РОЗВ’ЯЗКІВ

1. Знаходження твірних функцій заданих послідовностей.

а) Якщо fib(s) – твірна функція послідовності Фібоначчі, то fib1(s) = 
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 буде твірною функцією для  <0, f1, 0, f3, 0, f5, … >. Або враховуючи що fib(s) = 
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, отримаємо:
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Щоб отримати твірну функцію fib2(s) для послідовності <f1, 0, f3, 0, f5, … >, необхідно зробити зсув вліво на одну позицію: 

fib2(s) = fib1(s) / s = 
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Звідки твірна функція для непарних номерів чисел Фібоначчі дорівнює
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б) Твірною функцією буде 
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, оскільки розклавши її за степенями x, коефіцієнтом при xs буде шукана кількість способів. Якщо, наприклад, значеннями доданків є числа 0, 1, …, m – 1, то має місце рівність:
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2. Сума є згорткою послідовності чисел Фібоначчі <f0, f1, f2, … >  з самою собою. Твірною функцією згортки буде

A(s) = fib2(s) = 
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В той же час відомо, що

fib(s) = 
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Це дійсно так, оскільки
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Отже 

A(s) = 
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