Генерация комбинаторных объектов
Большое количество задач дискретной математики, к которым относятся олимпиадные задачи по информатике, часто требуют совершать перебор различных комбинаторных конфигураций объектов и выбирать среди них наилучшие. Часто знание количества разных вариантов таких конфигураций позволяет реально оценить вычислительную сложность алгоритма.

Правило сложения. Если элемент a  А можно выбрать m способами, а элемент b  B n способами, то выбор элемента x  A  B можно осуществить m + n способами. При этом множества А и В не должны иметь общих элементов (A  B = ).
Правило умножения. Если элемент a  А можно выбрать m способами, а элемент b  B n способами, то выбор пары (a, b)  A x B в указанном порядке можно осуществить m * n способами.
Последовательностью называется функция, определенная на множестве натуральных чисел.

Перестановкой конечного множества A называется упорядоченная последовательность всех его элементов, в которой каждый элемент встречается ровно один раз. 
Перестановку чисел 1, 2, .., n можно трактовать как биекцию на множестве {1, 2, .., n}, которая числу i ставит в соответствие i-ый элемент из набора.
Если множество содержит n элементов, то всего существует n! их перестановок.

Перестановка π множества A может быть записана в виде подстановки, например:
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где {x1, x2, x3, …, xn} = {y1, y2, y3, …, yn} = A и 
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Перестановку также можно записать в виде произведения непересекающихся циклов, причём единственным образом с точностью до порядка следования циклов в произведении. Например: 
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Перестановка π называется инволюцией, если 
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. Каждая инволюция является произведением непересекающихся транспозиций. Например:

(5, 7, 4, 3, 1, 8, 2, 6) = 
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Беспорядком называется перестановка без неподвижных точек.

Композиция перестановок. Пусть n ( N, π, σ ( Sn – перестановки. Поскольку π и σ – функции из множества {1, 2, …, n} в него же, то можно создать новую функцию π ( σ – композицию перестановок, где (π ( σ)(i) = π(σ(i)).
Пример. Пусть π = (2, 3, 1), σ = (1, 3, 2). Тогда
π(σ(1)) = π(1) = 2, π(σ(2)) = π(3) = 1, π(σ(3)) = π(2) = 3 
То есть π ( σ = (2, 1, 3). Также имеет место запись:
π ( σ = 
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Сочетанием из n элементов по k называется набор k элементов, выбранных из данных n элементов. Наборы, отличающиеся только порядком следования элементов (но не составом), считаются одинаковыми, этим сочетания отличаются от размещений.

Например, наборы {2, 1, 3} и {3, 2, 1} 5-элементного множества {1, 2, 3, 4, 5} являются одинаковыми (однако, как размещения были бы разными) и состоят из одних и тех же элементов {1, 2, 3}.

Количество сочетаний из n по k равно
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Числа 
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 называются биномиальными коэффициентами, которые появляются в биноме Ньютона

(x + y)n = 
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Пример. Вычислить 
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Из Бинома Ньютона следует, что 
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Пример. Вычислить 
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Из Бинома Ньютона следует, что 
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Пример. Доказать, что 
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Рассмотрим 2n объектов ai и разобъем их пополам: {a1, a2, …, an, an+1, …, a2n}. Для того чтобы выбрать n объектов из 2n, выберем k (k ≤ n) объектов из левой половины (то есть из множества {a1, a2, …, an }) и n – k объектов из правой (из множества {an+1, a n+2, …, a2n }). Количество способов совершить такую выборку по правилу умножения равно 
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. Поскольку k может принимать значения от 0 до n, то 
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 равно количеству способов выбрать n объектов из 2n, то есть 
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Для реализации функции Cnk вычисления биномиального коэффициента воспользуемся соотношением:
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Заведем переменную res типа long long, инициализируем ее 1. Умножим ее на n и разделим на 1. Потом умножим на n – 1 и разделим на 2. Процесс умножений и делений будем продолжать k раз (числитель и знаменатель 
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 после сокращения содержит k множителей).

Если значение k велико, но 
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 помещается в int (например 
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), то согласно описанного алгоритма придется выполнять k итераций, что приведет к Time Limit. Поэтому при k > n – k следует воспользоваться соотношением 
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Программа вычисления биномиального коэффициента примет вид:

int Cnk(int k, int n)

{

  long long res = 1;

  if (k > n - k) k = n - k;

  for(int i = 1; i <= k; i++)

    res = res * (n - i + 1) / i;

  return (int)res;

}

Биномиальные коэффициенты обладают следующими свойствами:
1. 
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2. Симметрия: 
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3. Внесение-вынесение: 
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4. Формула сложения: 
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Используя формулу сложения, можно динамически вычислять значения биномиальных коэффициентов.

long long cnk[10][10];

long long c(int n, int k)

{

  if (cnk[n][k] > 0) return cnk[n][k];

  if (n - k < k) return c(n,n-k);

  if (!k) return cnk[n][k] = 1;

  return cnk[n][k] = c(n-1,k) + c(n-1,k-1);

}

long long res = c(6,3); // вычисление 
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Рассмотрим циклическую реализацию заполнения элементов массива cnk[n][k] = 
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. Она является эффективнее рекурсивной, например при обработке больших чисел. Используем равенство 
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. Таким образом n-ая строка массива cnk будет пересчитываться через (n – 1) - ую.
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void FillCnk(void)

{

  int n, k;

  memset(cnk,0,sizeof(cnk));

  for(n = 0; n < MAX; n++) cnk[n][0] = 1;

  for(n = 1; n < MAX; n++)

  for(k = 1; k <= MAX; k++)

    cnk[n][k] = cnk[n-1][k] + cnk[n-1][k-1];

}

После выполнения функции FillCnk массив cnk примет вид:
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Асимптотические оценки для Биномиального коэффициента.

Теорема 1. Между биномиальными коэффициентами имеет место соотношение:


[image: image56.wmf]0

n

C

 < 
[image: image57.wmf]1

n

C

 < … < 
[image: image58.wmf]ë

û

2

/

n

n

C

 ≥ 
[image: image59.wmf]ë

û

1

2

/

+

n

n

C

 > … > 
[image: image60.wmf]n

n

C


Теорема 2. 
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Теорема 3. 
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Теорема 4. Формула Стирлинга. n! ≈ 
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Более точное приближение имеет вид:

n! ≈ 
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Теорема 5.  
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Теорема 6.  
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Теорема 7.  Учитывая, что ln(1 – x) = –x + o(x2), имеем: 
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Следствие. Если k = 
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Пусть имеются предметы n различных видов. Количество предметов каждого вида неограниченно. Рассмотрим количество расстановок этих предметов, которые имеют длину k. Такие расстановки называются сочетаниями с повторениями из n элементов по k, их количество равно
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Пусть имеется a1 предмет первого вида. Поскольку в сочетаниях порядок предметов в расстановке не важен, будем считать что все они находятся в начале. Закодируем эти предметы единицами. Чтобы предметы не перепутались, введем нули-разделители. То есть после a1 единиц поставим 0, после чего запишем a2 единицы, соответствующие a2 предметам второго типа и так далее. Очевидно, что a1 + a2 + … + an = k, каждое ai может принимать значение от 0 до k. Итого имеется всего k предметов и n – 1 разделитель. Задача свелась к выбору мест для n – 1  разделителя среди n + k – 1 позиций.
Пример. В магазине имеются 2 типа пирожных. Петя хочет купить три пирожных. Сколькими способами он может это сделать?

Ответ равен 
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 = 4. Действительно, если типы пирожных обозначить через a и b, то среди возможных покупок могут быть aaa, aab, abb и bbb. 
Пример. Сколько существует упорядоченных последовательностей (a1, a2, a3), для которых a1 + a2 + a3 = 5, где все ai целые и неотрицательные?
Ответом будет количество сочетаний из 3 по 5, то есть 
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Искомыми упорядоченными последовательностями будут: (5, 0, 0) и все их перестановки (3 штуки), (4, 1, 0) – 6 штук, (3, 2, 0) – 6 штук, (3, 1, 1) – 3 штуки, (2, 2, 1) – 3 штуки. Итого всего 2 * 6 + 3 * 3 = 12 + 9 = 21.
Размещением называется расположение «предметов» на некоторых «местах» при условии, что каждое место занято в точности одним предметом и все предметы различны. Более формально, размеще́нием (из n по k) называется упорядоченный набор из k различных элементов некоторого n-элементного множества.

Например,  (2, 5, 4, 1) – это 4-элементное размещение 6-элементного множества {1, 2, 3, 4, 5, 6}. В отличие от сочетаний, размещения учитывают порядок следования предметов. Так, например, наборы (2, 1, 3) и (3, 2, 1) являются различными, хотя состоят из одних и тех же элементов {1, 2, 3} (то есть совпадают как сочетания).
Количество размещений равно убывающему факториалу
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При k = n количество размещений равно количеству перестановок порядка n:
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Размещение с повторениями или выборка с возвращением – это размещение «предметов» в предположении, что каждый «предмет» может участвовать в размещении несколько раз. По правилу умножения количество размещений с повторениями из n по k равно
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Мультимножеством называется множество, которое может содержать одинаковые элементы. Пусть мультимножество М содержит n1 раз элемент a1, n2 раза элемент a2, … , nk раз элемент ak. Тогда число его перестановок равно полиномиальному коэффициенту
P(n1, n2, …, nk) = 
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где n = n1 + n2 + … + nk – общее число элементов в мультимножестве М.
Связь перестановок с сочетаниями. Вычислим количество перестановок мультимножества используя сочетания: n1 элементов a1 можно расположить на n местах 
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 способами. На следующих n – n1 оставшихся местах можно расположить n2 элементов a2 
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 способами. Рассуждая подобным образом, получим что nk элементов ak можно расположить 
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 способами. Согласно правилу произведения получим, что 
P(n1, n2, …, nk) = 
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Пример. Сколько перестановок имеет слово “мама”?
Слово имеет две буквы “м” и две буквы “а”. Поэтому оно имеет P(2, 2) = 
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Полиномиальная формула. Формула
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называется полиномиальной, где суммирование выполняется по всем решениям уравнения n1 + n2 + … + nk = n в целых неотрицательных числах, ni  0, i = 1, 2, …, k. 

Разбиением натурального числа n называется его представление в виде суммы натуральных слагаемых: n = x1 + x2 + … + xk для некоторого натурального числа k.
Инверсии. Пусть a1, a2, …, an – перестановка множества {1, 2, …, n}. Если i < j и ai > aj, то пара (ai, aj) называется инверсией перестановки. Каждая инверсия – это пара элементов, которая “нарушает порядок”. Понятие инверсии ввел Г. Крамер в 1750 году, определив детерминант матрицы n  n следующим образом:

det 
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где сумма берется по всем перестановкам a1, a2, …, an из {1, 2, …, n}, а inv(a1, a2, …, an) равно числу инверсий в перестановке. 
Пример. Перестановка (3, 1, 4, 2) имеет три инверсии: (3, 1), (3, 2), (4, 2).

Транспозицией называется перестановка tij ( Sn такая что
tij = 
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, где i < j
То есть это перестановка, меняющая i и j. Количество инверсий в tij равно 2(j – i) – 1. Это число всегда нечетно.
Пример. Рассмотрим транспозицию t13 = (3, 2, 1, 4). Она имеет три инверсии: (3, 2), (3, 1), (2, 1).
Знак перестановки обозначается sgn(π) и определяется как

sgn(π) = (-1) ^ (количество инверсий в π)

Перестановка π является четной, если sgn(π) = 1 и нечетной если sgn(π) = -1.

Пример. Имеют место следующие утверждения:

· sgn(tij) = -1;

· sgn(тождественная перестановка) = 1;

· sgn(π ( σ) = sgn(π) * sgn(σ);

· sgn(π-1) = sgn(π);

· количество четных и нечетных перестановок в Sn одинаково и равно n! / 2

Таблицей инверсии перестановки (a1, a2, …, an) называется последовательность (d1, d2, …, dn), где di – число элементов, больших i и расположенных левее i. Другими словами di равно числу инверсий, у которых второй элемент равен i. Например, таблицей инверсий для перестановки (3, 1, 4, 2) будет (1, 2, 0, 0). Из определения таблицы инверсий следует, что 
0  d1  n – 1, 0  d2  n – 2, …,  0  dn-1  1, dn = 0
Построение таблицы инверсий. Для получения таблицы инверсий из таблицы перестановки вводим таблицу равной по длине таблице перестановки (ее длина равна n) и на n-ное место записываем 0. Ищем число i (от n – 1 до 1) в таблице перестановки, и смотрим: сколько чисел больше i находится слева от числа i, полученное число записываем в таблицу инверсий на i-ое место.

Пример. Таблицей инверсий перестановки (2, 4, 3, 1) будет (3, 0, 1, 0).

Восстановление таблицы инверсий. Для восстановления таблицы перестановки из таблицы инверсий (ее длина равна n) создаем таблицу, которую будем расширять по мере добавления в неё чисел. Добавляем в эту таблицу число i (где i изменяется от n до 1) на позицию k + 1, где k – число в таблице инверсий на i-ом месте.
Пример. Восстановим перестановку по инверсии (3, 0, 1, 0). 

Добавим 4 на позицию 1 (в таблице на 4 месте стоит 0): (4).

Добавим 3 на позицию 2 (в таблице на 3 месте стоит 1): (4, 3).

Добавим 2 на позицию 1 (в таблице на 2 месте стоит 0): (2, 4, 3).

Добавим 1 на позицию 4 (в таблице на 1 месте стоит 3): (2, 4, 3, 1).

Формула включений-исключений позволяет определить мощность объединения конечного числа конечных множеств, которые в общем случае могут пересекаться друг с другом. Например, для двух множеств формула имеет вид:
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В терминах множеств формула включений-исключений имеет вид:
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Сформулируем формулу включений-исключений в терминах свойств. Пусть конечное множество U состоит из N элементов и пусть имеется набор свойств a1, a2, …, an. Каждый элемент множества U может обладать или не обладать любым из этих свойств. Обозначим через N(ai1, ai2,…, ais) количество элементов, обладающих свойствами ai1, ai2,…, ais  (и возможно некоторыми другими). Обозначим через 
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 количество элементов, не обладающих ни одним из свойств ai1, ai2,…, ais. Тогда имеет место формула:
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Найдем явное выражение функции Эйлера (n). Подсчитаем количество чисел, не больших n и взаимно простых с n. Пусть n = 
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 – разложение на простые множители. Число m является взаимно простым с n тогда и только тогда, когда ни один из простых делителей pi числа n не делит m. Будем говорить, что число обладает свойством ai, если оно делится на pi. Тогда количество чисел, взаимно простых с n, равно количеству чисел, не обладающих ни одним из свойств ai, то есть 
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. При этом количество N(ai1, ai2,…, ais) чисел, одновременно обладающих свойствами ai1, ai2,…, ais, равно n / pi1 pi2…pis. По формуле включений-исключений находим:

(n) = n – 
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Указанная формула приводится к виду:(n) = 
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Пример. Пусть n = pk. Тогда (n) = n – 
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Если n = pkql, то (n) = n – 
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Подсчитаем количество натуральных чисел, не больших n, свободных от квадратов. Пусть 2 = p1 < p2 < … < pk – множество всех простых чисел, не больших 
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. Тогда по формуле включений-исключений искомое количество чисел равно

Q(n) = n – 
[image: image136.wmf]å

ú

û

ú

ê

ë

ê

i

i

p

n

2

 + 
[image: image137.wmf]å

ú

ú

û

ú

ê

ê

ë

ê

j

i

j

i

p

p

n

,

2

2

 – 
[image: image138.wmf]å

ú

ú

û

ú

ê

ê

ë

ê

k

j

i

k

j

i

p

p

p

n

,

,

2

2

2

 + …

Пример. Пусть n = 10. Имеется два простых числа, не больших 
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: p1 = 2, p2 = 3. По формуле

Q(10) = 10 – 
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Действительно, числами, свободными от квадратов, не большими 10, являются 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10.

Тождество максимумов и минимумов – это математическое соотношение между максимальным элементом конечного множества чисел и минимальными элементами всех его непустых подмножеств. Пусть x1, x2, …, xn – произвольные действительные числа. Тогда имеет место соотношение:

max(x1, x2, …, xn) = 
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1. k – последовательности. Напечатать все последовательности длины k из чисел 1, ..., n.

2. k – последовательности, k n. Напечатать все последовательности длины k из чисел 1, ..., n, k n у которых i-ый член не больше i.
3. k – возрастающие последовательности. Напечатать все строго возрастающие последовательности длины k из чисел от 1 до n.
4. Перестановки. Напечатать все перестановки из чисел от 1 до n.
5. Кодирование при помощи перестановок. Имеется перестановка чисел от 1 до n и слово длиной n символов. Реализовать кодирование и декодирование слова при помощи перестановки.

6. Номер перестановки. По заданной перестановке из чисел 1, ..., n найти ее номер при лексикографическом упорядочении.

7. Перестановка по номеру. По натуральному числу k найти k - ую  перестановку чисел 1, ..., n при лексикографическом упорядочении.

8. Подмножества. Сгенерировать все подмножества n - элементного множества {1, 2, ..., n}.
9. k – элементные подмножества. Сгенерировать все  k – элементные подмножества n - элементного множества {1, 2, ..., n}. Например, для A = {1, 2, 3} (n = 3) и k = 2 должны быть сгенерированы подмножества {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}.
10. Разбиения. Сгенерировать все разбиения натурального числа n на натуральные слагаемые. Разбиения, отличающиеся только порядком слагаемых, считаются одинаковыми. Например, при n = 4 существует 5 разбиений: 1 + 1 + 1 + 1, 2 + 1 + 1, 2 + 2, 3 + 1, 4.

11. Количество разбиений. Пусть P(n) - количество разбиений натурального числа n на целые положительные слагаемые (без учета порядка,  то есть 1 + 2 и 2 + 1 считаются одинаковыми разбиениями). При n = 0 положим P(n) = 1 (единственное разбиение не содержит слагаемых). Вычислить P(n) для заданного натурального n.
12. Коды Грея. Сгенерировать все последовательности длины n из чисел 1, ..., k в таком порядке, чтобы каждая следующая последовательность отличалась от предыдущей в единственной цифре, причем не более чем на 1.
13. Анаграма [Вальядолид 195]. По заданному набору букв сгенерировать все возможные слова в алфавитном порядке. Например, из слова “abc” можно получить слова abc, acb, bac, bca, cab, cba. Буквы в слове могут повторяться.  

Вход. Первая строка содержит количество тестов. Каждая следующая строка содержит слово из букв латинского алфавита (от A до Z). Буквы верхнего и нижнего регистра считать различными.

Выход. Для каждого входного теста вывести все возможные слова, которые можно получить из заданных букв, в возрастающем алфавитном порядке. Каждое слово  выводить в отдельной строке. В алфавитном порядке буква верхнего регистра меньше соответствующей буквы нижнего регистра.

	Пример входа
	Пример выхода

	2
	Aab

	aAb
	Aba

	abc
	aAb

	
	abA

	
	bAa

	
	baA

	
	abc

	
	acb

	
	bac

	
	bca

	
	cab

	
	cba


14. Выстраивание в линию [Вальядолид 216]. Имеется набор из не более чем 8 компьютеров. Местоположение каждого компьютера описывается декартовыми координатами. Все компьютеры необходимо соединить при помощи кабеля в сеть, имеющую вид ломанной. Найдите такое соединение компьютеров в сеть, при котором длина использованного кабеля будет наименьшей.

Например, ниже представлены два возможных метода соединения коппьютеров. Второе соединение является оптимальным, так как в нем общая длина кабеля среди всех возможных соединений будет наименьшей (90.01 фута).
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Кабель между компьютерами тянется по полу. Поэтому длина кабеля, соединяющего два компьютера, равна расстоянию между ними плюс 16 футов дополнительно, которые соединяют компьютерные столы с полом.

Вход. Состоит из нескольких тестов. Первая строка теста содержит количество компьютеров n (n   8). Следующие n строк задают координаты компьютеров. Координатами являются целые числа от 0 до 150. Никакие два компьютера не имеют одинаковых координат. Последний тест содержит n = 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста в отдельной строке вывести его номер. Далее для каждого кабеля, соединяющего соседние компьютеры в сети, вывести его характеристики, как показано в примере. Последняя строка должна содержать общую длину кабеля. Длины выводить с двумя точками после запятой. Тесты разделять строкой из символов ‘*’.

	Пример входа
	Пример выхода

	6
	**********************************************************

	5 19
	Network #1

	55 28
	Cable requirement to connect (5,19) to (55,28) is 66.80 feet.

	38 101
	Cable requirement to connect (55,28) to (28,62) is 59.42 feet.

	28 62
	Cable requirement to connect (28,62) to (38,101) is 56.26 feet.

	111 84
	Cable requirement to connect (38,101) to (43,116) is 31.81 feet.

	43 116
	Cable requirement to connect (43,116) to (111,84) is 91.15 feet.

	5
	Number of feet of cable required is 305.45.

	11 27
	**********************************************************

	84 99
	Network #2

	142 81
	Cable requirement to connect (11,27) to (88,30) is 93.06 feet.

	88 30
	Cable requirement to connect (88,30) to (95,38) is 26.63 feet.

	95 38
	Cable requirement to connect (95,38) to (84,99) is 77.98 feet.

	3
	Cable requirement to connect (84,99) to (142,81) is 76.73 feet.

	132 73
	Number of feet of cable required is 274.40.

	49 86
	**********************************************************

	72 111
	Network #3

	0
	Cable requirement to connect (132,73) to (72,111) is 87.02 feet.

	
	Cable requirement to connect (72,111) to (49,86) is 49.97 feet.

	
	Number of feet of cable required is 136.99.


15. Сортировка поезда [Вальядолид 299]. На железнодорожной станции находится поезд, который состоит из n вагонов, пронумерованных от 1 до n. Разрешается менять местами только соседние вагоны. Необходимо найти наименьшее количество таких операций, за которое можно отсортировать все вагоны поезда.

Вход. Первая строка содержит количество тестов. Каждый тест состоит из двух строк: первая содержит количество вагонов в поезде L (0  L  50), а вторая – перестановку чисел от 1 до L, указывая текущий порядок вагонов.  

Выход. Для каждого теста вывести минимальное количество перестановок соседних вагонов, которыми можно отсортировать вагоны поезда по возрастанию (первым идет вагон с номером 1, последним – вагон с номером L). 

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	Optimal train swapping takes 1 swaps.

	3
	Optimal train swapping takes 6 swaps.

	1 3 2
	Optimal train swapping takes 1 swaps.

	4
	

	4 3 2 1
	

	2
	

	2 1
	


16. Расстояние Хемминга [Вальядолид 729]. Расстоянием Хемминга для двух битовых строк называется количество позиций, в которых эти строки различны. Рассмотрим две строки А и В:

                               A    = 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0

                               B    = 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0

                            A XOR B = 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0

Расстояние Хемминга между ними равно 6, поскольку строка A XOR B содержит в бинарном представлении 6 единиц. В задаче необходимо найти все строки, которые находятся на Хемминговом расстоянии h от строки, содержащей n нулей.

Вход. Первая строка содержит количество тестов, после которой следует пустая строка. Каждый тест состоит из одной строки, содержащей длину битовых строк n и расстояние Хемминга h, 1  h  n  16. Между тестами находится пустая строка.

Выход. Для каждого теста вывести набор всех строк длины n, находящихся на Хемминговом расстоянии h от строки, состоящей из n нулей. Строки выводить по возрастанию в лексикографическом порядке. Между тестами выводить пустую строку.

	Пример входа
	Пример выхода

	1
	0011

	
	0101

	4 2
	0110

	
	1001

	
	1010

	
	1100


17. Быстрая генерация отсортированных перестановок [Вальядолид 10098]. По заданной строке вывести все перестановки ее символов в лексикографическом порядке.

Вход. Первая строка содержит количество тестов. Каждая следующая строка является отдельным тестом и содержит n символов (n  10). 

Выход. Для каждой входной строки вывести все перестановки в лексикографическом порядке начиная с наименьшей. Каждую перестановку выводить в отдельной строке. После вывода всех перестановок для каждого теста печатать пустую строку.

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	ab

	ab
	ba

	abc
	

	bca
	abc

	
	acb

	
	bac

	
	bca

	
	cab

	
	cba

	
	

	
	abc

	
	acb

	
	bac

	
	bca

	
	cab

	
	cba


18. 23 из 5 [Вальядолид 10344]. Можно ли так расставить 5 заданных чисел и знаки арифметических операций (‘+’, ‘-‘, ‘*’), чтобы получилось выражение, значение которого равно 23? Считать, что все три указанные операции имеют одинаковый приоритет и выполняются последовательно слева направо.

Вход. Каждая строка содержит пять натуральных чисел от 1 до 50. Последняя строка содержит пять нулей. Входные данные содержат не более 25 строк.

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке слово ‘Possible’, если можно так расставить числа и знаки указанных арифметических операций, чтобы получилось выражение со значением 23. Если этого сделать не возможно, вывести ‘Impossible’.

	Пример входа
	Пример выхода

	1 1 1 1 1
	Impossible

	1 2 3 4 5
	Possible

	2 3 5 7 11
	Possible

	0 0 0 0 0
	


19. Сладкий ребенок мешает – задача о беспорядках [Вальядолид 10497]. Ребенок взял у родителей n вещей, а потом положил их обратно. При этом ни одна вещь не оказалась на своем месте. Сколькими вариантами ребенок может это сделать?

Вход. Каждая строка содержит положительное число n (n  800) – количество вещей, которое взял ребенок у родителей. Признак конца входных данных n = -1. 

Выход. Для каждого n вывести количество способов, которыми ребенок может вернуть все вещи обратно. При этом ни одна вещь не должна быть возвращена на свое место.

	Пример входа
	Пример выхода

	2
	1

	3
	2

	4
	9

	-1
	


20. Полоса [Вальядолид 10541]. Полоса длины n состоит из черных и белых квадратов единичного размера. Полоса кодируется последовательностью чисел – количеством черных клеток, которые стоят рядом слева направо. 

[image: image149.jpg]



Например, приведенная выше полоса имеет код 2, 3, 2, 8, 1. При этом не учитывается количество белых клеток, которыми разделяются черные клетки. Указанному коду соответствует и такая полоса:

[image: image150.jpg]



По длине полосы n и ее коду найти количество разных полос, которые этому коду удовлетворяют.

Вход. Первая строка содержит количество тестов t (1 < t < 20). Каждая следующая строка является отдельным тестом и содержит длину полосы n (1  n  200), длину кода g (0  g  (n + 1) / 2) и сам код (g натуральных чисел).
Выход. Для каждого теста вывести количество полос длины n, которые удовлетворяют заданному коду.

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	1

	4 0
	3

	5 2 1 2
	0

	4 2 2 2
	


УКАЗАНИЯ И РЕШЕНИЯ
1. k – последовательности. Будем генерировать последовательности в целочисленном массиве x длины n. В текущую позицию массива pos ставим элемент i, 1  i  n, а далее рекурсивно запускаем генерацию последовательностей с позиции pos + 1. Генерация последовательностей начинается с первой позиции (pos = 1). Как только pos становится больше k, выводим значения массива с первого до k - го элемента.

void sequenk(int pos)

{

  int i;

  if (pos > k) 

  {

    for(i = 1; i <= k; i++) printf("%d ",x[i]);

    printf("\n");return;

  }

  for(i = 1; i <= n; i++)

  {

    x[pos] = i;

    sequenk(pos+1);

  }

}
Запуск генерации последовательностей (k и n – глобальные переменные):

scanf("%d %d",&k,&n); sequenk(1);
2. k – последовательности, k n. Решение аналогично предыдущей задаче, только значения элементов в позиции pos не должны быть больше минимума чисел n и pos. Для этого строку

for(i = 1; i <= n; i++)
из предыдущей программы следует заменить на
for(i = 1; i <= min(pos,n); i++)
3. k – возрастающие последовательности. Процедура генерации последовательностей будет иметь два аргумента: текущую позицию pos и наименьшее значение value, которое может принимать позиция pos. Процедура начинает работать с первой позиции, а наименьшим возможным в ней значением является 1.

void sequink(int pos, int value)

{

  int i;

  if (pos > k) 

  {

    for(i = 1; i <= k; i++) printf("%d ",x[i]);

    printf("\n");return;

  }

  for(i = value; i <= n;i++)

  {

    x[pos] = i;

    sequink(pos+1,i+1);

  }

}

Запуск генерации последовательностей:

scanf("%d %d",&k,&n); sequink(1,1);
4. Перестановки. Пусть ищутся все перестановки чисел x1, …, xn. Поменяем местами числа x1 и xi, 1  i  n, а потом рекурсивно сгенерируем все перестановки чисел x2, …, , xi-1, x1, xi+1, … , xn. Такая процедура будет генерировать перестановки не в лексикографическом порядке.
void permut(int k)

{

  int i;

  if (k == n) 

  {

    for(i = 1; i <= n; i++) printf("%d ",x[i]);

    printf("\n"); return;

  }

  for(i = k; i <= n; i++)

  {

    swap(x[i],x[k]);

    permut(k+1);

    swap(x[i],x[k]);

  }

}
Процедура swap(i, j) переставлят местами элементы i и j и описана в библиотеке <algorithm>. Перед запуском процедуры генерации перестановок следует занести переставляемые элементы в массив х:
  scanf("%d",&n);

  for(i = 1; i <= n; i++) x[i] = i;

  permut(1);
Пусть f(xi, …, xj) генерирует все перестановки чисел от xi до xj. Тогда например
f(x1, x2, x3) = x1 f(x2, x3) + x2 f(x1, x3) + x3 f(x2, x1)
В свою очередь 

f(x2, x3) = x2 f(x3) + x3 f(x2), f(x1, x3) = x1 f(x3) + x3 f(x1), f(x2, x1) = x2 f(x1) + x1 f(x2)
Так, например, все перестановки последовательности (1, 2, 3) будут сгенерированы в виде

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 2, 1), (3, 1, 2)
Опишем другой алгоритм, в котором перестановки генерируются лексикографически. Большей будем называть перестановку, в которой раньше встретился элемент, больший соответствующего ему элемента во второй перестановке. Например, если S = (3, 5, 4, 6, 7), а L = (3, 5, 6, 4, 7), то S < L.

Покажем на примере, как найти перестановку, следующую за P = (5, 6, 7, 4, 3). Просматриваем текущую перестановку справа налево, следя за тем, чтобы каждое следующее число было больше предыдущего. Останавливаемся, когда правило нарушится. Место остановки подчеркнуто: (5, 6, 7, 4, 3). Потом снова просматриваем пройденный путь (справа налево) до тех пор, пока не дойдем до первого числа, которое больше отмеченного. Место второй остановки отметим двойным подчеркиванием: (5, 6, 7, 4, 3). Поменяем местами отмеченные числа: (5, 7, 6, 4, 3). Теперь все числа, расположенные справа от двойного подчеркивания, упорядочим в порядке возрастания. Поскольку они до этих пор были упорядочены в убывающем порядке, то достаточно перевернуть указанный отрезок. Получим: Q = (5, 7, 3, 4, 6). Это и есть перестановка, непосредственно следующая за P.
Пример. 
	предыдущая перестановка
	следующая перестановка

	(4, 7, 1, 3, 5, 2, 6)
	(4, 7, 1, 3, 5, 6, 2)

	(4, 7, 1, 3, 5, 6, 2)
	(4, 7, 1, 3, 6, 2, 5)

	(4, 5, 3, 1, 7, 6, 2)
	(4, 7, 3, 2, 1, 6, 7)

	(3, 6, 4, 7, 5, 2, 1)
	(3, 6, 5, 1, 2, 4, 7)


Функция permut находит перестановку, следующую после той, которая задается в массиве m. Элементы, участвующие в перестановке, находятся в ячейках массива с индексами от 1 до n.
void permut(int n)

{

  int first, second;

  first = n - 1;

  while (x[first] > x[first+1]) first--;

  second = n;

  while (x[second] < x[first]) second--;

  swap(x[first],x[second]);

  reverse(&x[first+1],&x[n+1]);

}
Функция print выводит содержимое массива m на экран:

void print(void)

{

  for(int i = 1; i <= n; i++) printf("%d ",x[i]);

  printf("\n");

}
Пусть fact(n) – функция вычисления факториала числа n. Генерация перестановок в лексикографическом порядке совершается следующим образом: вводим количество переставляемых элементов n, заполняем массив m числами от 1 до n в возрастающем порядке, и запускаем цикл, состоящий из функций печати и генерации следующей за ней перестановки.

  scanf("%d",&n);

  for(i = 1; i <= n; i++) x[i] = i;

  for(i = 1; i <= fact(n); i++)

  {

    print();

    permut(n);

  }
Вывод перестановок в лексикографическом порядке можно также совершить при помощи функции next_permutation, объявленной в библиотеке <algorithm>:
  scanf("%d",&n);

  for(i = 1; i <= n; i++) x[i] = i;

  do

  {

    for(i = 1; i <= n; i++) printf("%d ",x[i]); printf("\n");

  } while(next_permutation(&x[1],&x[n+1]));
5. Кодирование при помощи перестановок. Пусть входная перестановка находится в массиве p, входное слово – в массиве s. Перестановку, обратную p, занесем в массив invp. Функция code переставляет символы слова s согласно перестановки p, а функция decode переставляет символы слова s согласно перестановки invp.
#include <stdio.h>

#include <string.h>

#define MAX 10

int i, invp[MAX], p[MAX] = {2,3,4,1,6,5};

char s[MAX] = "abcdef";

void code(char *s)

{

  char res[MAX];

  for(int i = 0; i < strlen(s); i++)

    res[i] = s[p[i]-1];

  res[i] = 0; strcpy(s,res);

}

void decode(char *s)

{

  char res[MAX];

  for(int i = 0; i < strlen(s); i++)

    res[i] = s[invp[i]-1];

  res[i] = 0; strcpy(s,res);

}

int main(void)

{

  for(i = 0; i < 6; i++)

    invp[p[i]-1] = i+1;

  code(s);  puts(s);

  decode(s);puts(s);

  return 0;

}

6. Номер перестановки. Очевидно, что перестановка 1, 2, ..., n – 1, n имеет номер 1, а n, n – 1, …, 2, 1 номер n!. Пусть (x1, x2 , …, xn) – перестановка, а (d1, d2, …, dn) ее таблица инверсий. Тогда номером перестановки будет d1 * (n – 1)! + d2 * (n – 2)! + … + dn-1 * 1! + 1. Отметим, что значение dn всегда равно нулю.
Таблицей инверсий перестановки (1, 2, ..., n – 1, n) будет (0, 0, …, 0, 0). Ее номер 1.

Таблицей инверсий перестановки (n, n – 1, …, 2, 1) будет (n – 1, n – 2, …, 1, 0). Ее номер (n – 1) * (n – 1)! + (n – 2) * (n – 2)! + … + 1 * 1! + 1 = n!. Последнюю формулу можно доказать методом математической индукции:

База индукции. 1 = 1!.
Шаг индукции. n! + n * n! = n! (1 + n) = (n + 1)!
Пример. Найдем номер перестановки (2, 4, 3, 1). Ее таблицей инверсии будет (3, 0, 1, 0). Номер перестановки равен 3 * 3! + 1 * 1! + 1 = 18 + 1 + 1 = 20.

7. Перестановка за номером. Задача подібна до 5. Спочатку занесемо до масиву x перестановку 1, ..., n (x[1] = 1, …, x[n] = n). На i-ій ітерації будемо обчислювати число, яке стоїть на i-ому місці.
  readln(n,k); Dec(k);

  f:=1;

  for i:=1 to n do begin x[i] := i; f := f * i;end;

  for i:=1 to n-1 do
  begin

    f := f div (n-i+1);

    Selected := i + k div f;

    t := x[Selected];

    for j:=Selected downto i+1 do
       x[j] := x[j-1];

    x[i] := t;

    k := k mod f;

  end;

  for i:=1 to n do write(x[i],' ');

8. Подмножества. Сгенерируем все последовательности длины n, состоящие из нулей и единиц. Для каждой такой последовательности напечатаем только те индексы, на местах которых в массиве находятся единицы. Таким образом, каждой последовательности из нулей и единиц будет соответствовать подмножество множества {1, …, n}.

void subsets(int pos)

{

  int i;

  if (pos > n) 

  {

    printf("{ ");

    for(i = 1; i <= n; i++) 

      if (x[i]) printf("%d ",i);

    printf("}\n");return;

  }

  for(i = 0; i <= 1; i++)

  {

    x[pos] = i;

    subsets(pos + 1);

  }

}
Вызов генерации подмножеств:

scanf("%d",&n); subsets(1);

Генерацию подмножеств можно совершить и другим способом. Все последовательности из 0 и 1 длины n можно получить, представив в двоичном виде все целые числа от 0 до 2n – 1. Для каждого числа i  {0; 2n – 1} находим его бинарное представление и выводим номера тех позиций, на которых стоят единицы. То есть каждому такому i будет соответствовать некоторое подмножество множества {1, …, n}.
void subsets(void)

{

  int i, j, k;

  for(i = 0; i < (1<<n); i++)

  {

    j = i; printf("{ ");

    for(k = 1; k <= n; k++, j /= 2)

      if (j % 2 == 1) printf("%d ",k);

    printf("}\n");

  }

}
Функция subsets не имеет аргументов, ее вызов совершается следующим образом:

scanf("%d",&n); subsets();

9. k – элементные подмножества. Задачу можно решить, сгенерировав все последовательности из 0 и 1 длины n. Затем для каждой последовательности следует подсчитать количество единиц в ней. Если оно равно k, то выводить соответствующее подмножество. 

void ksubsets(int k, int n)

{

  int i, j, l;

  for(i = 0; i < (1<<n); i++)

  {

    if (ones(i) != k) continue;

    j = i; printf("{ ");

    for(l = 1; l <= n; l++)

    {

      if (j % 2 == 1) printf("%d ",l);

      j /= 2;

    }

    printf("}\n");

  }

}
Зднесь функция ones(i) возвращает количество единиц в двоичном представлении числа i:

int ones(int n)

{

  int c = 0;

  while (n)

    c++, n = n & (n - 1);

  return c;

}
Вызов функции ksubsets совершается так:

scanf("%d %d",&k,&n); ksubsets(k,n);

Недостатком такого подкода является тот факт, что количество всевозможных последовательностей длины n из 0 и 1 равно 2n. В то же время количество k – элементных подмножеств n – элементного множества равно 
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, что меньше 2n. Оптимальным решением задачи будет генерация строго возрастающих последовательностей длины k из n элементов.
void ksubsets(int pos, int value)

{

  int i;

  if (pos > k) 

  {

    printf("{ ");

    for(i = 1; i <= k; i++) printf("%d ",x[i]);

    printf("}\n");return;

  }

  for(i = value; i <= n; i++)

  {

    x[pos] = i;

    ksubsets(pos+1,i+1);

  }

}
Выов функции генерации k – элементных подмножеств:

scanf("%d %d",&k,&n); ksubsets(1,1);

10. Разбиения. Пусть n = x1 + x2 + … + xk – разбиение числа n на натуральные слагаемые. Исходя из условия задачи, слагаемые любого разбиения удовлетворяют неравенству: x1  x2  …  xk. x1 может принимать значения от 1 до n, а каждое xi, 2  i  k, может принимать значение от 1 до xi-1. Таким образом, следует сгенерировать все возможные последовательности x1, x2, …, xk, удовлетворяющие выше приведенным условиям. Рекурсивность процедуры генерации разбиений состоит в том, что если при разбиении числа n в качестве первого слагаемого выбрано число x1 (x1  n), то далее необходимо генерировать все возможные разбиения числа n – x1 со слагаемыми, не большими x1. 
Процедура генерации разбиений имеет три аргумента: pos – текущая позиция в массиве x, max – максимально возможное слагаемое, которое может находиться в позиции pos, number – число, которое разбивается.
void rozbytya(int pos, int max, int number)

{

  int i;

  if (!number)

  {

    for (i = 0; i < pos; i++) printf("%d ",x[i]);

    printf("\n");

  } else

  for (i = min(max,number); i > 0; i--)

  {

    x[pos] = i;

    rozbytya(pos+1,i,number-i);

  }

}
Запуск процедуры генерации разбиений:
scanf("%d",&n); rozbytya(0,n,n);
11. Количество разбиений.  Имеет место следующая формула: 

P(n) = P(n – 1) + P(n – 2) – P(n – 5) – P(n – 7) + P(n – 12) + P(n – 15) + ... ,

где знаки у пар членов чередуются, каждая пара состоит из чисел (3*q2 - q) / 2 и (3*q2 + q) / 2.

Приведем способ вычисления P(n) без использования формулы, который является эфективнее перебора всех разбиений. Обозначим через R(n, k) (n  0, k  0) количество разбиений числа n на натуральные слагаемые, не превосходящие k. (При этом R (0, k) считается равным 1 для всех k  0). Очевидно,  что P(n)  = R(n, n).  Все разбиения числа n на слагаемые, не превышающие k, разобъем на группы в зависимости от максимального слагаемого (обозначим его через i). Число R(n, k) равно сумме (по всем i от 1 до k) количеств разбиений со слагаемыми, не большими k и максимальным слагаемым, равным i. Разбиение числа n на не более чем k слагаемых, первый из которых равен i, по сути является разбиением числа n – i на слагаемые, не превосходящие i (при i  k). Таким образом
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int kilkrozb(int n,int k)

{

  int sum, i;

  if (!n) return 1;

  if (k > n) k = n;

  for (sum = 0, i = 1; i <= k; i++)

    sum += kilkrozb(n-i,i);

  return sum;

}
Запуск функции вычисления количества разбиений:
scanf("%d",&n); res = kilkrozb(n,n);
12. Коды Грея. Рассмотрим прямоугольную доску ширины n и высоты k. На каждой вертикали будет стоять шашка. Каждому положению шашек соответствует последовательность из чисел 1, ..., k длины n (i - ый член последовательности соответствует высоте шашки на i - ой горизонтали). На каждой шашке изобразим стрелку, которая может быть направлена вверх или вниз. Сначала все шашки поставим на нижнюю горизонталь стрелкой вверх. Далее двигаем шашки по следующему правилу: ищем самую правую шашку, которую можно передвинуть в направлении изображенной на ней стрелке, двигаем ее на одну клетку в этом направлении, а все шашки, стоящие правее от нее (которые дошли до края), разворачиваем на 180 градусов. Очевидно, что на каждом шаге двигается только одна шашка, то есть лишь один член последовательности изменяется на 1. 
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Докажем индукцией по n, что таким образом перебираются все последовательности из чисел 1, ..., k. Случай n = 1 является очевидным. Пусть n > 1. Все шаги поделим на те, в которых двигается последняя шашка и те, где двигается не последняя. Во втором случае последняя шашка стоит у стенки, и мы ее поворачиванм, так что после каждого шага второго типа идет k – 1 шагов первого типа, за которые последняя шашка побывает во всех клетках. Если забыть про последнюю шашку, то движение первых n – 1 шашек по предположению индукции проходят все последовательности длины n – 1 по одному разу; движение последней шашки для каждой последовательности длины n – 1 дают k последовательностей длины n.
В процедуре кроме последовательности x[1], ..., x[n] будет использоваться массив d[1], ..., d[n] из чисел +1 и –1 (+1 соответствует стрелке вверх, –1 – стрелке вниз). Начальныое состояние: x[1] =...= x[n] = 1; d[1] =...= d[n] = 1.
void gray(int n, int k)

{

  int i, j;

  for (i = 0; i < n; i++) x[i] = d[i] = 1;

  while (1)

  {

    for (i = 0; i < n; i++) printf("%d ",x[i]);

    printf("\n");

    i = n - 1;

    while ((i > 0) && (((d[i] == 1) && (x[i] == k)) || 

                       ((d[i] == -1) && (x[i] == 1)))) i--;

    if (((d[i] == 1) && (x[i] == k)) || ((d[i] == -1) && (x[i] == 1))) break;

    x[i] += d[i];

    for (j = i + 1; j < n; j++) d[j] = - d[j];

  }

}

Запуск генерации последовательностей: 
scanf("%d %d",&n,&k); gray(n,k);
13. Анаграмма [Вальядолид 195]. Сортируем символы входной строки по возрастанию. Далее используем встроенную функцию next_permutation для генерации всех перестановок. При этом следует написать собственную функцию сравнения символов. При стандартном (лексикографическом) сравнении любая буква верхнего регистра будет меньше любой буквы нижнего регистра. То есть при сортировке букв a, A, z, Z, r, R получим слово ARZarz. В задаче следует сортировать (и генерировать перестановки) в соответствии с порядком AaBbCc…Zz, необходимо из букв a, A, z, Z, r, R получить AaRrZz.
Пример. Для строки aAb (1 тест) наименьшей перестановкой будет Aab, а наибольшей baA.
Реализация. Входную строку храним в массиве s.

#include <cstdio>

#include <cctype>

#include <algorithm>

using namespace std;

int i,n,len;

char s[256];

Функция lt будет использоваться при сортировке и генерации перестановок. Она сравнивает два символа в соответствии с порядком AaBbCc…Zz.

int lt(char a, char b)

{

  if (toupper(a) != toupper(b)) return (toupper(a) < toupper(b)); 

  return (a < b); 

}

void main(void)

{
  scanf("%d", &n);

  for(i=0; i<n;i++)

  {

Читаем входную строку, вычисляем ее длину и сортируем символы в алфавитном порядке.

    scanf("%s", &s);len = strlen(s);

    sort(s,s+len,lt);

Выводим текущую анаграмму (перестановку символов) и генерируем следующую до тех пор пока это возможно.

    do {

        printf("%s\n",s);

    } while(next_permutation(s,s+len,lt));

  }

}
14. Выстраивание в линию [Вальядолид 216]. Составим матрицу d расстояний между компьютерами. Положим d[i][j] равным длине кабеля, соединяющего i - ый и j - ый компьютеры. Генерируем все возможные перестановки x1, x2, …, xn чисел от 1 до n.  Каждая перестановка соответствует соединению компьютеров в линию (компьютер xi соединен с  компьютером xi+1, i = 1, …, n – 1). Для каждой перестановки вычисляем длину использованного кабеля. Среди всех возможных перестановок (расположений в линию) выбираем ту, для которой длина кабеля наименьшая.
Реализация. Координаты компьютеров храним в массивах x и y. В массиве perm будем генерировать все возможные перестановки чисел от 0 до n – 1. В массиве p будет запоминаться искомая (оптимальная) перестановка. В переменной храним строку из 58 символов ‘*’, которой следует разделять тесты. В массиве d храним расстояния между компьютерами.

#include <cstdio> 

#include <cmath>

#include <algorithm>

#include <string>

#include <vector>

using namespace std;

string asterix(58,'*');

int i,j,n,c=1,x[8],y[8];

vector<int> p,perm;

double len,MinLen,d[8][8];

void main(void) 

{ 

Читаем количество компьютеров n для текущего теста. Устанавливаем текущее значение длины использованного кабеля MinLen равным наибольшему числу.

  while(scanf("%d",&n),n)

  {

    perm.clear();MinLen = 2E9;

Читаем координаты n компьютеров, инициализируем массив perm для генерации в нем всех перестановок в лексикографическом порядке.

    for(i=0;i<n;i++)

      scanf("%d %d",&x[i],&y[i]),perm.push_back(i);

Вычисляем расстояния между всеми парами компьютеров, заносим их в массив d. К каждому расстоянию добавляем 16 футов, как указано в условии задачи.

    for(i=0;i<n;i++) 

      for(j=0;j<n;j++)

        d[j][i] = d[i][j] = sqrt((y[j]-y[i])*(y[j]-y[i]) + 

                                 (x[j]-x[i])*(x[j]-x[i])) + 16;

Выводим строку из 58 звездочек и номер теста (сети).    

    printf("%s\n",asterix.c_str());

    printf("Network #%d\n",c++);

Генерируем все перестановки компьютеров и для каждой перестановки вычисляем длину использованного кабеля. Если текущая перестановка лучше предыдущей, то найденную общую длину кабеля len запоминаем в переменной MinLen, а перестановку – в массиве p.

    do{

      for(len=i=0;i<n-1;i++) len += d[perm[i]][perm[i+1]];

      if (len < MinLen) MinLen = len,p = perm;

    } while(next_permutation(perm.begin(),perm.end()));

Выводим длины кабелей, используя оптимальную перестановку в массиве p.

    for(i=0;i<n-1;i++) 

      printf("Cable requirement to connect (%d,%d) to (%d,%d) is %.2lf 

              feet.\n",x[p[i]],y[p[i]],x[p[i+1]],y[p[i+1]],d[p[i]][p[i+1]]);

    printf("Number of feet of cable required is %.2lf.\n",MinLen);

  }

}

15. Сортировка поезда [Вальядолид 299]. Пусть a1, a2, …, an – перестановка множества {1, 2, …, n}. Если i < j и ai > aj, то пара (ai, aj) образует инверсию. Минимальное количество перестановок соседних вагонов, необходимое для их сортировки, равно числу инверсий во входной перестановке. 

Пример. Рассмотрим второй тест. Четверка образует три инверсии, тройка – две, двойка – одну. Итого 6 инверсий. Минимальное количество перестановок, за которое можно упорядочить числа по возрастанию, равно 6:

4 3 2 1 ( 3 4 2 1 ( 3 2 4 1 ( 3 2 1 4 ( 2 3 1 4 ( 2 1 3 4 ( 1 2 3 4

Реализация. В массиве m храним входную перестановку.
#include <stdio.h>

void main()

{

  int tests,i,j,n,res;

  int m[50];
Читаем количество тестов tests. Для каждого теста заносим перестановку в массив m.

  scanf("%d",&tests);

  while(tests--)

  {

    scanf("%d",&n);

    for(i=0;i<n;i++)

      scanf("%d",&m[i]);
В переменной res подсчитываем количество инверсий в исходной перестановке и выводим результат согласно требуемому формату.

    res = 0;

    for(i=0;i<n-1;i++)

      for(j=i+1;j<n;j++)

        if (m[i] > m[j]) res++;

    printf("Optimal train swapping takes %d swaps.\n",res);

  }

}
16. Расстояние Хемминга [Вальядолид 729]. Для каждого теста следует сгенерировать все последовательности длины n из нулей и единиц, в которых содержится в точности h единиц.

Реализация. Процедура hamming принимает на вход два параметра: pos – текущая позиция и h – количество единиц, которое следует еще использовать в последовательности. Последовательности генерируются в массиве m. В теле процедуры пробуем на позицию pos поставить 0 или 1. В начале процедуры проверяем условия: не стоит ли уже в массиве единиц больше чем надо (h >= 0) и число пустых мест n – pos не должно быть меньшим количества единиц h, которое следует расставить (h > n – pos). Массив m будет выводиться когда pos >= n, при этом обязательно h = 0.

#include <stdio.h>

int tests;

int n,h,m[17];
void hamming(int pos,int h)

{

  int i;

  if ((h < 0) || (h > n - pos)) return;

  if (pos >= n)

  {

    for(i=0;i<n;i++) printf("%d",m[i]);

    printf("\n");

    return;

  }

  for(i=0;i<=1;i++)

  {

    m[pos] = i;

    hamming(pos+1,h-i);

  }

}

Основной цикл программы. Читаем количество тестов tests. Для каждого теста вводим значения n и h и при помощи процедуры hamming генерируем все требуемые последовательности.
void main(void)

{

  scanf("%d",&tests);

  while(tests--)

  {

    scanf("%d %d",&n,&h);

    hamming(0,h);

    if (tests) printf("\n");

  }

} 
17. Быстрая генерация отсортированных перестановок [Вальядолид 10098]. Сортируем символы входной строки по возрастанию. Далее используем встроенную функцию next_permutation для генерации всех перестановок. 

Пример. Для строки bca (3 тест) наименьшей перестановкой будет abc, а наибольшей cba. 

Реализация. Входную строку храним в массиве s.
#include <cstdio>

#include <algorithm>

using namespace std;

int i,n,len;

char s[11]; 
void main(void)

{

  scanf("%d", &n);

  for(i=0; i<n;i++)

  {

Читаем входную строку, вычисляем ее длину и сортируем символы в лексикографическом порядке.

    scanf("%s", &s);len = strlen(s);

    sort(s,s+len);
Выводим текущую перестановку символов (строку s) и генерируем следующую перестановку пока это возможно.

    do {

        printf("%s\n",s);

    } while(next_permutation(s,s+len));

    printf("\n");

  }

}
18. 23 из 5 [Вальядолид 10344]. Генерируем все перестановки входных чисел. Для каждой перестановки между числами расставляем все возможные знаки арифметических операций и вычисляем полученные выражения. Если хотя бы одно выражение имеет значение 23, то устанавливаем переменную - флаг Found в 1 и заканчиваем обработку текущего теста.

Реализация. Входную пятерку чисел храним в целочисленном массиве a. Переменная Found принимает значение 1, если найдено выражение со значением 23, иначе Found = 0.

#include <cstdio> 

#include <algorithm>

using namespace std;

int a[5],Found;

Функция RunSum вычисляет значение выражения, операнды которого находятся в массиве a. Между операндами вставляются знаки всевозможных операций и вычисляются полученные выражения при помощи техники бектрекинга. Если значение одного из выражений равно 23, то функция возвращает 1, иначе 0.

int RunSum(int Sum, int index)

{

  if (index == 5) 

  if (Sum == 23) return 1; else return 0;

  if (RunSum(Sum+a[index],index+1)) return 1;

  if (RunSum(Sum-a[index],index+1)) return 1;

  if (RunSum(Sum*a[index],index+1)) return 1;

  return 0;

}

Основной цикл программы. Читаем пятерку чисел в массив a. Запускаем процедуру генерации всех перестановок. Поскольку функция next_permutation генерирует перестановки в лексикографическом порядке, то первой должна быть наименьшая перестановка. Наименьшей будет перестановка, у которой числа образуют неубывающую последовательность. То есть перед генерацией перестановок числа в массиве а следует отсортировать по неубыванию (если этого не сделать, то могут быть рассмотрены не все перестановки). Для каждой перестановки запускаем функцию RunSum, которая выясняет, можно ли между числами этой перестановки расставить знаки операций так, чтобы получить значение 23. Если переменная Found установилась в 1, то выводим ‘Possible’, иначе ‘Impossible’.

void main(void) 

{ 

  while(scanf("%d %d %d %d %d\n",&a[0],&a[1],&a[2],&a[3],&a[4]),

               a[0]+a[1]+a[2]+a[3]+a[4])

  {

    sort(a,a+5); Found = 0;

    do{

      if (Found = RunSum(a[0],1)) break; 

    } while(next_permutation(a,a+5));

    if (Found) printf("Possible\n"); else printf("Impossible\n");

  }

}

19. Сладкий ребенок мешает – задача о беспорядках [Вальядолид 10497]. Рассмотрим формулу включения - исключения. Пусть S – некоторое множество, P = {p1, p2, …, pn} – свойства, которые могут иметь элементы из S. Обозначим через S(p1 p2 … pn) количество элементов из S, которые имеют одновременно свойства p1, p2, …, pn. Тогда количество элементов из S, которые не имеют ни одного свойства pi, равно
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Рассмотрим в качестве S множество всех перестановок чисел от 1 до n. Тогда pi – это свойство перестановки оставлять на месте элемент i. Беспорядком называется такая перестановка, в которой не существует ни одного свойства pi. 

Таким образом S(
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) = (n – k)!, а количество перестановок чисел от 1 до n, которые оставляют k элементов на месте, равно 
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n! - 
[image: image162.wmf]1

n

C

(n - 1)! + 
[image: image163.wmf]2

n

C

(n - 2)! + … + (-1)k 
[image: image164.wmf]k

n

C

(n - k)! + … (-1)n =
n! (1 - 1 + 
[image: image165.wmf]!

2

1

 - 
[image: image166.wmf]!

3

1

 + … + 
[image: image167.wmf]!

)

1

(

k

k

-

 + … + 
[image: image168.wmf]!

)

1

(

n

n

-

) 
[image: image169.wmf]»



 EMBED Equation.3  [image: image170.wmf]e

n

!


Теорема. Обозначим через f(n) количество перестановок – беспорядков для множества {1, 2, …, n}. Тогда имеет место рекуррентное соотношение (1):

f(2n) = 2n * f(2n – 1) + 1,

f(2n + 1) = (2n + 1) * f(2n) – 1,

f(1) = 0

Доказательство. Для четного аргумента имеем:

f(2n) = (2n)! (1 - 1 + 
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Аналогично получаем для нечетного аргумента:

f(2n + 1) = (2n + 1)! (1 - 1 + 
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Задача решается вычислением всех значений f(n) для n  800.

Второе решение. Выберем число, которое будет стоять на 1-ой позиции. Это может быть любое число, кроме единицы (имеем (n-1) вариантов для первого числа). Пусть число, которое стоит на первой позиции, равно k. Рассмотрим число, которое будет стоять на k-й позиции. Есть два варианта:

а) Если на k-й позиции стоит 1, то поменяли числа 1 и k местами, и оставшиеся (n-2) числа необходимо расставить на оставшиеся (n-2) позиции, то есть задача сведена к подзадаче для (n-2) чисел, так как удалили два числа вместе с соответствующими позициями.

б) Допустим, что на k-й позиции стоит не 1, а какое-то другое число. Рассмотрим подзадачу, в которой расставим на позиции со 2-й по n-ую числа 1, 2, ... k-1, k+1, ..., n, то есть все числа кроме k, причем число 1 стоит не на позиции k. Эта подзадача не аналогична исходной, т.к. множество номеров позиций не совпадает с множеством чисел, которые мы расставляем. Но мы можем в этой подзадаче заменить число 1 на число k, и при этом условие задачи не нарушится, потому что знаем, что число 1 не стоит на k-й позиции, как было оговорено раньше. Таким образом, если заменить в этой подзадаче число 1 на число k, то получаем исходную задачу, но для (n-1) чисел. Мы имеем право сделать такую замену, т.к. в этой подзадаче не было 1-й позиции (т.е. после замены не появятся новые варианты перестановки), и заменяемое число не стояло на k-й позиции ни в одной из перестановок (то есть замена не приведет к тому, что некоторые перестановки перестанут удовлетворять условию задачи).

Пусть ответом задачи будет f(n). Есть (n-1) вариантов выбора числа для 1-й позиции. Пусть это число k. Если число 1 стоит на k-й позиции, то оставшиеся числа можно расставить f(n-2) способами. Если число 1 стоит не на k-й позиции, то количество расстановок чисел {1, 2, ..., k-1, k+1, ..., n} на позициях 2...n будет равняться f(n-1). Таким образом, имеем рекуррентность (2):

f(n) = (n-1) * (f(n-1) + f(n-2)),

f(1) = 0, f(2) = 1

Пример. Вычислим значения f(n) используя формулу и рекуррентное соотношение.

	рекуррентность (1)
	формула

	f(2) = 2 * f(1) + 1 = 1
	f(2) = 2! (1 – 1 + 
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) = 1

	f(3) = 3 * f(2) – 1 = 3 – 1 = 2
	f(3) = 3! (1 – 1 + 
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	f(4) = 4 * f(3) + 1 = 8 + 1 = 9
	f(4) = 4! (1 – 1 + 
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	рекуррентность (2)

	f(3) = 2 * ( f(1) + f(2)) = 2 * (0 + 1) = 2

	f(4) = 3 * ( f(2) + f(3)) = 3 * (1 + 2) = 9

	f(5) = 4 * ( f(3) + f(4)) = 4 * (2 + 9) = 44


Реализация. В массиве p[801][MAX], MAX = 2000 будем хранить значения f(n) (p[n] = f(n)). pt[i] будет содержать количество цифр в числе f(i), m – рабочий массив.

const int MAX = 2000;

int ptr,n,i,m[MAX];

int p[801][MAX],pt[MAX];

Функция mult(int n) будет пересчитывать значение f(n) в соответствии с приведенным выше рекуррентным соотношением (1).
void mult(int n)

{

  int i,carry,temp;

  int res[MAX];

  carry = 0;

  for(i=0;i<=ptr;i++)

  {

    temp = (carry+m[i]*n);

    res[i] = temp % 10;

    carry = temp / 10;

  }

  while(carry>0)

  {

    res[++ptr] = carry % 10;

    carry /= 10;

  }

  memcpy(m,res,sizeof(res));

  if (n % 2)

  {

    i = 0; while(!m[i]) {m[i] = 9;i++;}; m[i]--;

  } else

  {

    i = 0; while(m[i] == 9) {m[i] = 0;i++;}; m[i]++;

  }

}

Для каждого i (2  i  800) вычисляем значение f(i) в массиве m и сохраняем его в ячейке p[i].

  memset(m,0,sizeof(m)); ptr = 0;

  for(i=2;i<=800;i++)

  {

     mult(i);

     memcpy(p[i],m,sizeof(m));

     pt[i] = ptr;

  }

Для каждого входного значения n выводим содержимое p[n]. 

  while (scanf("%d",&n),n!=-1)

  {

    if (n == 1) printf("0"); else

    for(i=pt[n];i>=0;i--) printf("%d",p[n][i]);printf("\n");

  }

20. Полоса [Вальядолид 10541]. Пусть имеется w белых квадратов и g групп черных квадратов. Поскольку группы черных квадратов не касаются, то должно существовать как минимум g – 1 белых квадратов (если таковых не существует – то ответ 0). w – (g – 1) белых квадратов будут свободными, их можно расположить в любом месте по отношению к группам черных квадратов. Количество мест, по которым можно расположить свободные белые квадраты, равно (g + 1). Это можно сделать H
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Пример. Рассмотрим второй тест. Существует три полосы длины 5 с кодом 1 2:


Число свободных белых квадратов равно 1, число групп 2. Следовательно, количество мест, куда можно поставить 1 свободный белый квадрат, равно 3. Количество вариантов искомой расстановки равно 3, так как свободный квадрат можно поставить на одно из 3 мест.

Воспользуемся формулой. Число белых квадратов w = 2, число групп g = 2. Количество полос равно 
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Реализация. Технически задача сводится к вычислению биномиального коэффициента, значение которого не помещается в 64-битный целый тип. Воспользуемся классом BigInteger.

#include <stdio.h>

#include <memory.h>

int n,g,w,group[200];

int i,j,tests;

class BigInteger{  .  . .};

BigInteger Cnk(int k, int n)

{

  BigInteger res(1);

  for(int i=1;i<=k;i++)

    res = res * (n-i+1) / i;

  return res;

}

Читаем количество тестов tests. Для каждого теста считываем код в массив group, параллельно суммируя количество черных квадратов. Вычитаем его из n, получим число белых квадратов w. Если количество белых квадратов w меньше g – 1, то полосы с таким кодом не существует. Иначе вычисляем и выводим результат C
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void main()

{

  scanf("%d",&tests);

  for(i=0;i<tests;i++)

  {

    scanf("%d %d",&n,&g);

    w = 0;

    for(j=0;j<g;j++)

    {

      scanf("%d",&group[j]);

      w += group[j];

    }

    w = n - w;

    if (w < g - 1) printf("0");

    else Cnk(w-g+1,w+1).print();

    printf("\n");

  }

}
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