ПОДСЧЕТ КОМБИНАТОРНЫХ ОБЪЕКТОВ
1. Точка. Прямая. Плоскость. Пространство. На какое максимальное количество частей могут разбить 

а) прямую n точек;
б) плоскость n прямых;
в) пространство n плоскостей?

2. Окружность. Эллипс. Треугольник. На какое максимальное количество частей могут разбить плоскость

а) n окружностей;
б) n эллипсов;

в) n треугольников?

3. Прямые и окружность. На какое максимальное количество частей могут разбить окружность n прямых?

4. Плоскости и куб. На какое максимальное количество частей могут разбить куб n плоскостей?

5. Хорды на окружности. На окружности отмечено n точек. На какое максимальное количество частей могут разбить окружность хорды, которые их соединяют?

6. Треугольники в многоугольнике. В выпуклом n – угольнике провели все диагонали, никакие три из которых не проходят через одну точку. Сколько разных треугольников образовалось?

7. Подсчитать деревья [Вальядолид, 10007]. Вычислить количество разных корневых размеченных бинарных деревьев, состоящих из n вершин. Например, из двух вершин можно составить 4 дерева:


Вход. Каждая строка содержит количество вершин n (1  n  300). Последняя строка содержит n = 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста вывести количество разных корневых размеченных бинарных деревьев, состоящих из n вершин.

	Пример входа
	Пример выхода

	1
	1

	2
	4

	10
	60949324800

	25
	75414671852339208296275849248768000000

	0
	


8. Разрезание пиццы [Вальядолид, 10079]. Какое максимальное количество кусков пиццы можно получить, сделав n прямолинейных разрезов ножом? Например, при n = 3 пиццу можно разрезать на 7 кусков.
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Вход. Каждая строка содержит число прямолинейных разрезов ножом n (0  n  210000000). Признак конца входных данных n < 0.

Выход. Для каждого входного n вывести максимальное число кусков, на которое можно разрезать пиццу.

	Пример входа
	Пример выхода

	5
	16

	10
	56

	-100
	


9. Сладкий ребенок мешает [Вальядолид, 10497]. Ребенок взял у родителей n вещей, а потом положил их обратно. При этом ни одна вещь не оказалась на своем месте. Сколькими вариантами ребенок может это сделать?

Вход. Каждая строка содержит положительное число n (n  800) – количество вещей, которое взял ребенок у родителей. Признак конца входных данных n = -1. 

Выход. Для каждого n вывести количество способов, которыми ребенок может вернуть все вещи обратно. При этом ни одна вещь не должна быть возвращена на свое место.

	Пример входа
	Пример выхода

	2
	1

	3
	2

	4
	9

	-1
	


10. Действительно странно [Вальядолид, 10519]. На какое максимальное количество частей могут разбить плоскость n окружностей?

Вход. Каждая строка содержит целое неотрицательное n – число окружностей.

Выход. Для каждого теста вывести количество частей, на которое могут разбить плоскость n окружностей.

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	8

	4
	14


11. Полоса [Вальядолид, 10541]. Полоса длины n состоит из черных и белых квадратов единичного размера. Полоса кодируется последовательностью чисел – количеством черных клеток, которые стоят рядом слева направо. 
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Например, приведенная выше полоса имеет код 2, 3, 2, 8, 1. При этом не учитывается количество белых клеток, которыми разделяются черные клетки. Указанному коду соответствует и такая полоса:
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По длине полосы n и ее коду найти количество разных полос, которые этому коду удовлетворяют.

Вход. Первая строка содержит количество тестов t (1 < t < 20). Каждая следующая строка является отдельным тестом и содержит длину полосы n (1  n  200), длину кода g (0  g  (n + 1) / 2) и сам код (g натуральных чисел).
Выход. Для каждого теста вывести количество полос длины n, которые удовлетворяют заданному коду.

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	1

	4 0
	3

	5 2 1 2
	0

	4 2 2 2
	


12. Мысли наоборот [Вальядолид, 10623]. На плоскости расположено m эллипсов, n окружностей и p треугольников таким образом, что они делят ее на максимально возможное количество частей s. По заданному значению s вывести все такие возможные тройки чисел m, n, p, отсортировав их сначала по m, потом – по n.

Вход. Содержит не более 300 строк. Каждая строка содержит 32 - битовое знаковое число s – максимальное число частей, на которое могут разбить плоскость  m эллипсов, n окружностей и p треугольников. Число s = -1 является концом входных данных и не обрабатывается. Известно, что 0  m, p < 100, 0  n < 20000.

Выход. Для каждого входного теста вывести его номер и все возможные тройки чисел  m, n, p, отсортированные сначала по m, а затем – по n. Если ни одной тройки не существует, то вывести сообщение Impossible.

	Пример входа
	Пример выхода

	20
	Case 1:

	10
	0 0 3

	-1
	0 1 2

	
	1 0 2

	
	1 3 0

	
	Case 2:

	
	Impossible.


13. Сколько точек пересечения? [Вальядолид, 10790]. Имеются две параллельные прямые. На одной из них выбрано a точек, на другой – b точек. Любые две точки с разных прямых соединены отрезком. Точки на прямых выбраны так, что количество точек пересечения образованных отрезков максимально. Вычислить это количество точек пересечения.

Вход. Каждая входная строка содержит два числа a и b (0  a 20000, 0  b 20000). Обработка данных заканчивается, когда a = b = 0.

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке его номер и максимально возможное количество точек пересечения отрезков. Результат каждого теста помещается в 64 – битовое число без знака.

	Пример входа
	Пример выхода

	2 2
	Case 1: 1

	2 3
	Case 2: 3

	3 3
	Case 3: 9

	0 0
	


14. Прогрессии [Новосибирск, 2004]. Жители страны Прогрессляндии слишком буквально поняли лозунг своего великого правителя "Больше прогрессий - хороших и разных" и решили сосчитать, сколько всего прогрессий они могут придумать. К нашему великому счастью, они знают только целочисленные строго возрастающие арифметические прогрессии в диапазоне от 0 до N, причем прогрессия обязательно должна начинаться со священного числа 0 и иметь хотя бы два элемента. К сожалению, они недостаточно прогрессивны, чтобы решить эту проблему. Помогите им.

Вход. В первой строке  входного файла записано одно число  n  (0  n  1012).

Выход. В выходной файл нужно вывести одно число - количество различных целочисленных строго возрастающих конечных арифметических прогрессий, начинающихся с нуля и лежащих в диапазоне от 0 до n, включительно. В прогрессии должно быть не менее двух различных целых чисел. При этом прогрессии, содержащие разное число членов считаются различными.

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	5


УКАЗАНИЯ И РЕШЕНИЯ

1. Точка. Прямая. Плоскость. Пространство. Если все n точек на прямой разные, то они разобьют прямую на points(n) = n + 1 = 
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 частей.

Пусть lines(n) – количество частей, на которое разбивают плоскость n прямых. n - ая прямая разобьет плоскость на максимальное количество частей, если она пересечется со всеми n – 1 предыдущими прямыми, которые разбивают плоскость на lines(n – 1) частей. То есть n - ая прямая должна пройти по n частям плоскости, каждая из которых будет поделена пополам. Но эти n частей плоскости и являются количеством частей прямой, на которое ее делят n – 1 точка. Имеем:
lines(n) = lines(n – 1) + points(n – 1), 

lines(0) = points(0)

Откуда
lines(n) = 
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прямые на плоскости

Обозначим через planes(n) количество частей, на которое разбивают пространство n плоскостей. Заметим, что количество новых трехмерных областей, образованных новым сечением, равно количеству двумерных областей, образованных на новой плоскости линиями его пересечения с предыдущими плоскостями. То есть
planes(n) = planes(n – 1) + lines(n – 1), 

planes(0) = lines(0)

Откуда
planes(n) = 
[image: image10.wmf]3

n

C

 + 
[image: image11.wmf]2

n

C

 +  
[image: image12.wmf]1

n

C

 + 
[image: image13.wmf]0

n

C


2. Окружность. Эллипс. Треугольник. Пусть n фигур разбивают плоскость на f(n) частей. Одна фигура разбивает плоскость на две части. Каждая следующая n - ая фигура должна иметь максимально возможное число пересечений k с каждой из (n – 1) предыдущих фигур. Две окружности могут пересекаться максимум в двух точках (k = 2), два эллипса в четырех (k = 4), а два треугольника в шести (k = 6). Тогда 

f(n) = f(n – 1) + k * (n – 1), 

f(1) = 2

Решим рекуррентное уравнение:

f(n) = k * ((n – 1) + (n – 2) + … + 1) + 2 == k * 
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Заметим, что f(0) = 1 для любого k (ноль фигур делят плоскость на одну часть).

[image: image15.png]O @ & @




окружности на плоскости
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эллипсы на плоскости
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n = 1                  n = 2                       n = 3

треугольники на плоскости

3. Прямые и окружность. Количество частей, на которое n прямых делят окружность, равно количеству частей, на которое n прямых делят плоскость (задача 1).
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прямые на окружности
4. Плоскости и куб. Количество частей, на которое n плоскостей делят куб, равно количеству частей, на которое n плоскостей делят пространство (задача 1).
5. Хорды на окружности. Теорема. Проведем в замкнутой связной фигуре d отрезков, которые соединяют точки на границе и находятся полностью внутри фигуры. Допустим, что они пересекаются между собой в t точках. Тогда количество частей, на которое поделят отрезки внутреннюю область фигуры, равно d + t + 1. 

Доказательство по индукции. Если не проведено ни одного отрезка (d = 0, t = 0), то фигура содержит одну внутреннюю область. Пусть при проведении очередного отрезка появится k новых точек пересечения. Тогда этот отрезок пройдет по k + 1 внутренней области фигуры, разбивая каждую из них пополам. Таким образом количество областей увеличится на k + 1 (k новых точек пересечения плюс один отрезок).

Окружность является замкнутой связной фигурой. Проведем все хорды, которые соединяют n точек. Поскольку каждые две точки образуют хорду, то количество проведенных хорд равно 
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. Через каждые четыре точки на окружности можно провести только две пересекающиеся хорды. Количество точек пересечения хорд равно 
[image: image20.wmf]4

n

C

. Таким образом количество областей, на которое поделят хорды окружность, равно 1 + 
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хорды на окружности

6. Треугольники в многоугольнике. Каждый из образованных треугольников может иметь 0, 1, 2 или 3 общие вершины с многоугольником:
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    a) 0 общих вершин     б)1 общая вершина       в)2 общие вершины     г) 3 общие вершины
Каждый треугольник, который не имеет общих вершин с многоугольником, образуется тремя диагоналями, которые в свою очередь определяются 6 точками (а). Количество таких треугольников равно 
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. Треугольники, лишь одна вершина которых совпадает с вершиной многоугольника (б), образуются пятью точками, любая из которых может быть вершиной. Таких треугольников 5 * 
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. Треугольники, две вершины которых лежат в вершинах многоугольника, определяются 4 точками (в). При этом каждые 4 точки образуют 4 разные треугольника. Их общее число равно 4 * 
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. Количество треугольников, все вершины которых лежат в вершинах многоугольника (г), равно 
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. Таким образом, общее количество треугольников равно
f(n) = 
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Например, количество треугольников в пятиугольнике со всеми проведенными диагоналями равно 
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 = 0 + 5 + 20 + 10 = 35.
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Треугольники в пятиугольнике
7. Подсчитать деревья [Вальядолид, 10007]. Количество неразмеченных бинарных деревьев с n вершинами равно числам Каталана 
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 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]n
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Вершинам каждого неразмеченного дерева можно поставить в соответствие метки n! способами. Таким образом, число искомых размеченных корневых бинарных деревьев равно

f(n) = 
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Для вычисления результата достаточно перемножить все числа от n + 2 до 2n. Поскольку n  300, то следует использовать класс длинной арифметики BigInteger.

Реализация. Количество тестов может быть большим,  а n  300. Вычислим все значения f(n) и сохраним их в массиве res[MAX]. Вычислим значения f(i) и занесем их в ячейки res[i], i = 1, 2, …, 300. Для каждого входного n выводим res[n].

#include <stdio.h>

#include <memory.h>

#define MAX 301

int i,j,n;

BigInteger res[MAX];

void main(void)

{

  res[1] = BigInteger(1);

  for(i=2;i<MAX;i++) 

  {

    res[i] = BigInteger(1);

    for(j=i+2;j<=2*i;j++) res[i] = res[i] * j;

  }

  while(scanf("%d",&n),n) res[n].print();

}

8. Разрезание пиццы [Вальядолид, 10079]. Пусть f(n) – максимальное количество частей, на которое n прямых могут разделить круг. Оно равно максимальному числу частей, на которое n прямых могут разделить плоскость. Это число равно
f(n) =  
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Реализация. Поскольку n  210000000, то объявим переменную n типа 64-битовое целое. Для каждого входного значения n находим результат по выше приведенной формуле.

#include <stdio.h>

long long n;

void main(void)

{

  while(scanf("%lld",&n), n >=0)

    printf("%lld\n",(n+n*n)/2+1);

}

9. Сладкий ребенок мешает [Вальядолид, 10497]. Рассмотрим формулу включения - исключения. Пусть S – некоторое множество, P = {p1, p2, …, pn} – свойства, которые могут иметь элементы из S. Обозначим через S(p1 p2 … pn) количество элементов из S, которые имеют одновременно свойства p1, p2, …, pn. Тогда количество элементов из S, которые не имеют ни одного свойства pi, равно
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Рассмотрим в качестве S множество всех перестановок чисел от 1 до n. Тогда pi – это свойство перестановки оставлять на месте элемент i. Беспорядком называется такая перестановка, в которой не существует ни одного свойства pi. 

Таким образом S(
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) = (n – k)!, а количество перестановок чисел от 1 до n, которые оставляют k элементов на месте, равно 
[image: image57.wmf]k

n

C

. Отсюда следует, что количество перестановок - беспорядков равно
n! - 
[image: image58.wmf]1

n

C

(n - 1)! + 
[image: image59.wmf]2

n

C

(n - 2)! + … + (-1)k 
[image: image60.wmf]k

n

C

(n - k)! + … (-1)n =
n! (1 - 1 + 
[image: image61.wmf]!

2

1

 - 
[image: image62.wmf]!

3

1

 + … + 
[image: image63.wmf]!

)

1

(

k

k

-

 + … + 
[image: image64.wmf]!

)

1

(

n

n

-

) 
[image: image65.wmf]»



 EMBED Equation.3  [image: image66.wmf]e

n

!


Теорема. Обозначим через f(n) количество перестановок – беспорядков для множества {1, 2, …, n}. Тогда имеет место рекуррентное соотношение (1):

f(2n) = 2n * f(2n – 1) + 1,

f(2n + 1) = (2n + 1) * f(2n) – 1,

f(1) = 0

Доказательство. Для четного аргумента имеем:

f(2n) = (2n)! (1 - 1 + 
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Аналогично получаем для нечетного аргумента:

f(2n + 1) = (2n + 1)! (1 - 1 + 
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Задача решается вычислением всех значений f(n) для n  800.

Второе решение. Выберем число, которое будет стоять на 1-ой позиции. Это может быть любое число, кроме единицы (имеем (n-1) вариантов для первого числа). Пусть число, которое стоит на первой позиции, равно k. Рассмотрим число, которое будет стоять на k-й позиции. Есть два варианта:

а) Если на k-й позиции стоит 1, то поменяли числа 1 и k местами, и оставшиеся (n – 2) числа необходимо расставить на оставшиеся (n – 2) позиции, то есть задача сведена к подзадаче для (n – 2) чисел, так как удалили два числа вместе с соответствующими позициями.

б) Допустим, что на k-й позиции стоит не 1, а какое-то другое число. Рассмотрим подзадачу, в которой расставим на позиции со 2-й по n-ую числа 1, 2, ... k – 1, k + 1, ..., n, то есть все числа кроме k, причем число 1 стоит не на позиции k. Эта подзадача не аналогична исходной, т.к. множество номеров позиций не совпадает с множеством чисел, которые мы расставляем. Но мы можем в этой подзадаче заменить число 1 на число k, и при этом условие задачи не нарушится, потому что знаем, что число 1 не стоит на k-й позиции, как было оговорено раньше. Таким образом, если заменить в этой подзадаче число 1 на число k, то получаем исходную задачу, но для (n – 1) чисел. Мы имеем право сделать такую замену, т.к. в этой подзадаче не было 1-й позиции (т.е. после замены не появятся новые варианты перестановки), и заменяемое число не стояло на k-й позиции ни в одной из перестановок (то есть замена не приведет к тому, что некоторые перестановки перестанут удовлетворять условию задачи).

Пусть ответом задачи будет f(n). Есть (n – 1) вариантов выбора числа для 1-й позиции. Пусть это число k. Если число 1 стоит на k-й позиции, то оставшиеся числа можно расставить f(n – 2) способами. Если число 1 стоит не на k-й позиции, то количество расстановок чисел {1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n} на позициях 2...n будет равняться f(n – 1). Таким образом, имеем рекуррентность (2):

f(n) = (n – 1) * (f(n – 1) + f(n – 2)),

f(1) = 0, f(2) = 1

Пример. Вычислим значения f(n) используя формулу и рекуррентное соотношение.

	рекуррентность (1)
	формула

	f(2) = 2 * f(1) + 1 = 1
	f(2) = 2! (1 – 1 + 
[image: image85.wmf]!

2

1

) = 1

	f(3) = 3 * f(2) – 1 = 3 – 1 = 2
	f(3) = 3! (1 – 1 + 
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	f(4) = 4 * f(3) + 1 = 8 + 1 = 9
	f(4) = 4! (1 – 1 + 
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	рекуррентность (2)

	f(3) = 2 * ( f(1) + f(2)) = 2 * (0 + 1) = 2

	f(4) = 3 * ( f(2) + f(3)) = 3 * (1 + 2) = 9

	f(5) = 4 * ( f(3) + f(4)) = 4 * (2 + 9) = 44


Реализация. В массиве p[801][MAX], MAX = 2000 будем хранить значения f(n) (p[n] = f(n)). pt[i] будет содержать количество цифр в числе f(i), m – рабочий массив.

#include <stdio.h>

#include <memory.h>

const int MAX = 2000;

int ptr,n,i,m[MAX];

int p[801][MAX],pt[MAX];

Функция mult(int n) вычисляет значение f(n) в соответствии с приведенным выше рекуррентным соотношением (1).
void mult(int n)

{

  int i,carry,temp,res[MAX];

  carry = 0;

  for(i=0;i<=ptr;i++)

  {

    temp = (carry+m[i]*n);

    res[i] = temp % 10; carry = temp / 10;

  }

  while(carry>0)

  {

    res[++ptr] = carry % 10;

    carry /= 10;

  }

  memcpy(m,res,sizeof(res));

  if (n % 2)

  {

    i = 0; while(!m[i]) {m[i] = 9;i++;}; m[i]--;

  } else

  {

    i = 0; while(m[i] == 9) {m[i] = 0;i++;}; m[i]++;

  }

}

Для каждого i (2  i  800) вычисляем значение f(i) в массиве m и сохраняем его в ячейке p[i]. Для каждого входного значения n выводим содержимое p[n]. 

void main(void)

{

  memset(m,0,sizeof(m)); ptr = 0;

  for(i=2;i<=800;i++)

  {

     mult(i);

     memcpy(p[i],m,sizeof(m));

     pt[i] = ptr;

  }

  while (scanf("%d",&n),n!=-1)

  {

    if (n == 1) printf("0"); else

    for(i=pt[n];i>=0;i--) printf("%d",p[n][i]);printf("\n");

  }

}

10. Действительно странно [Вальядолид, 10519]. Пусть n окружностей разбивают плоскость на f(n) частей. Как следует из задачи 2, это число при k = 2 равно

f(n) =  n * (n – 1) + 2, n > 0
f(0) = 1
При решении задачи следует воспользоваться классом BigInteger.
Реализация. Положим длину чисел MAXLENGTH равной 1001. Входное число читаем в массив s. 

#include <cstdio>

#include <memory>

#include <string>

#define MAXLENGTH 1001

using namespace std;

BigInteger n("0");

char s[MAXLENGTH];

Строковое представление числа преобразовываем в тип BigInteger и присваиваем переменной n. Вычисляем результат по формуле n * (n – 1) + 2 и выводим его. Отдельно обрабатываем случай, когда n = 0.

void main(void) 

{ 

  while(gets(s))

  {

    n = BigInteger(s);

    if (n == BigInteger("0")) printf("1\n");

    else (n*(n-1)+2).print();   

  }

}

11. Полоса [Вальядолид, 10541]. Пусть имеется w белых квадратов и g групп черных квадратов. Поскольку группы черных квадратов не касаются, то должно существовать как минимум g – 1 белых квадратов (если таковых не существует – то ответ 0). w – (g – 1) белых квадратов будут свободными, их можно расположить в любом месте по отношению к группам черных квадратов. Количество мест, по которым можно расположить свободные белые квадраты, равно (g + 1). Это можно сделать H
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Пример. Рассмотрим второй тест. Существует три полосы длины 5 с кодом 1 2:


Число свободных белых квадратов равно 1, число групп 2. Следовательно, количество мест, куда можно поставить 1 свободный белый квадрат, равно 3. Количество вариантов искомой расстановки равно 3, так как свободный квадрат можно поставить на одно из 3 мест.

Воспользуемся формулой. Число белых квадратов w = 2, число групп g = 2. Количество полос равно 
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Реализация. Технически задача сводится к вычислению биномиального коэффициента, значение которого не помещается в 64-битный целый тип. Воспользуемся классом BigInteger.
#include <stdio.h>

#include <memory.h>

int n,g,w,group[200];

int i,j,tests;

class BigInteger{ . . . };

BigInteger Cnk(int k, int n)

{

  BigInteger res(1);

  for(int i=1;i<=k;i++)

    res = res * (n-i+1) / i;

  return res;

}

Основной цикл программы. Читаем количество тестов tests. Для каждого теста считываем код в массив group, параллельно суммируя количество черных квадратов. Вычитаем его из n, получим число белых квадратов w. Если количество белых квадратов w меньше g – 1, то полосы с таким кодом не существует. Иначе вычисляем и выводим результат C
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void main()

{

  scanf("%d",&tests);

  for(i=0;i<tests;i++)

  {

    scanf("%d %d",&n,&g);

    w = 0;

    for(j=0;j<g;j++)

    {

      scanf("%d",&group[j]);

      w += group[j];

    }

    w = n - w;

    if (w < g - 1) printf("0");

    else Cnk(w-g+1,w+1).print();

    printf("\n");

  }

}
12. Мысли наоборот [Вальядолид, 10623]. Вычислим по формуле из задачи 2 максимальное число частей, на которое могут разбить плоскость одинаковые фигуры.

	фигуры
	максимальное количество частей

	n окружностей
	n * (n – 1) + 2

	m эллипсов
	2 * m * (m – 1) + 2

	p треугольников
	3 * p * (p – 1) + 2


m эллипсов и n окружностей могут иметь максимум 4mn точек пересечения, p треугольников и n окружностей или m эллипсов – соответственно 6pn и 6pm точек пересечения. Отсюда следует, что m эллипсов, n окружностей и p треугольников могут разделить плоскость максимум на 2 + 2m (m – 1) + n (n – 1) + 4mn + 3p (p – 1) + 6pn + 6pm частей. Приравняем это значение к s и перепишем выражение как квадратное уравнение относительно n:

n2 + n (4m + 6p – 1) + 2 + 2m (m – 1) + 3p (p – 1) + 6pm – s = 0

Если дискриминант уравнения является полным квадратом для некоторых целых m и p,  0  m, p < 100, то ищем соответственное неотрицательное значение n и проверяем его принадлежность интервалу 0  n < 20000. Остается перебрать все пары (m, p) из заданного интервала и для каждой из них решить квадратное уравнение. Найденные тройки остается упорядочить по заданному в условии задачи правилу.

Пример. Рассмотрим первый тест. На 20 частей плоскость можно разбить следующими комбинациями фигур: 3 треугольника, 1 окружность и два треугольника, 1 эллипс и два треугольника, 1 эллипс и две окружности.

Реализация. 

#include <cstdio>

#include <cmath>

#include <algorithm>

#include <vector>

#include <utility>

using namespace std;

int m,n,p,s;

int i,CaseNo,b,res,res1,found;

double det;

vector<pair<int, int> > mas;

void main(void)

{

  CaseNo = 1;

  while(scanf("%d",&s), s > 0)

  {

    printf("Case %d:\n",CaseNo++);

Если входное значение s равно 1, то ответом будут три нуля.

    if (s == 1)

    {

      printf("0 0 0\n");continue;

    }

Введем переменную флаг found, который будет равен 1, если для заданного s будет найдена хотя бы одна тройка - решение. Изначально присвоим found значение 0.

    found = 0;

Совершаем перебор всех возможных значений m, p (0  m, p < 100). По ходу вычисляем максимальное количество частей, на которое фигуры делят плоскость. Если на каком-то этапе значение суммы (res или res1) станет большей s, то выходим из цикла (нет смысла перебирать последующие значения соответствующей переменной).

    for(m=0;m<100;m++)

    {

      res = 2 + 2*m*(m-1);

      if (res > s) break;

      mas.clear();

      for(p=0;p<100;p++)

      {

        res1 = res + 3*p*(p-1) + 6*m*p;

        if (res1 > s) break;

Имеются значения m и p. Решаем приведенное выше квадратное уравнение относительно n. Вычисляем корень из дискриминанта det. Если дискриминант является полным квадратом (дробная часть числа det равна 0), то находим положительный корень уравнения n и проверяем его принадлежность интервалу 0  n < 20000. Для каждого m будем накапливать соответствующие пары – решения (n, p) в переменной mas типа вектор: vector<pair<int, int> > mas.

        b = 4*m + 6*p - 1;

        det = sqrt(b*b - 4*(res1-s));

        if (fabs(det - (int)det) < 1e-12)

        {

          n = (int)((-b + det) / 2);

          if ((n < 0) || (n >= 20000)) break;

          mas.push_back(make_pair(n,p));

        }

      }

Если для текущего значения m найдена хотя бы одна пара решений (n, p) (массив mas не пустой), то отсортировать и вывести все тройки – решения. Сортировка по умолчанию будет производиться по первому элементу пары (значению n).

      if (mas.size()) 

      {

        sort(mas.begin(),mas.end());

        for(i=0;i<mas.size();i++)

        printf("%d %d %d\n",m,mas[i].first,mas[i].second);

        found = 1;

      }

    }

Если решений не найдено, то вывести соответствующее сообщение.

    if (!found) printf("Impossible.\n");

  }

}

13. Сколько точек пересечения? [Вальядолид, 10790]. Обозначим через f(a, b) искомое количество точек пересечения. Очевидно, что f(1, b) = 0, так как при a = 1 никакие два отрезка не пересекаются:



Рассмотрим общий случай. Пусть x1, x2, …, xa – точки на первой прямой,  y1, y2, …, yb – точки на второй прямой. Соединим точку x1 с точками y1, y2, …, yb. На отрезке x1y1 точек пересечения не будет. На отрезке x1y2 будут лежать точки пересечения с отрезками y1x2, y1x3, …, y1xa (всего a - 1 точек). На отрезке x1yj будут лежать точки пересечения с отрезками yixk, где i < j, 2  k  a (всего (j - 1) * (a - 1) точек). Количество точек пересечения, которые лежат на отрезках исходящих из x1, равно (0 + 1 + 2 + … + (b - 1)) * (a - 1) = b * (b - 1) / 2 * (a - 1).


Итак, из f(a, b) точек b * (b - 1) / 2 * (a - 1) точек лежат на отрезках исходящих из x1, а остальные точки лежат на отрезках с концами в x2, …, xa. Имеем рекуррентное соотношение:

f(a, b) = b * (b - 1) / 2 * (a - 1) + f(a - 1, b)

Развернув его, получим:

f(a, b) = b * (b - 1) / 2 * (a - 1) + f(a - 1, b) = 

b * (b - 1) / 2 * (a - 1) + b * (b - 1) / 2 * (a - 2) + f (a - 2, b) = ... = 

b * (b - 1) / 2 * (a - 1) + b * (b - 1) / 2 * (a - 2) +  ... + b * (b - 1) / 2 * 1 = 

b * (b - 1) / 2 * a * (a - 1) / 2

Таким образом, максимальное количество точек пересечения равно
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Пример. Рассмотрим второй тест, для которого a = 2, b = 3. Максимально возможное количество точек пересечения отрезком равно 3 и показано на рисунке:


Реализация. Читаем входные данные и для каждого теста вычисляем результат по выше приведенной формуле. Деление на 4 заменяем умножением на 0.25 в начале выражения. Это делается с целью недопущения переполнения на тестах с большими значениями.

#include <stdio.h>

int i,a,b,cs;

long double res;

void main(void)

{

  cs = 1;

  while(scanf("%d %d",&a,&b),a+b>0)

  {

    res = 0.25*a*(a-1)*b*(b-1);

    printf("Case %d: %.0Lf\n",cs++,res);

  }

}

14. Прогрессии [Новосибирск, 2004]. Пусть a – натуральное число. Рассмотрим прогрессию из k + 1 элементов:
0, a, 2*a, 3*a, …, k*a
Поскольку все числа рассматриваемых прогрессий не больше n, то k*a  n. В силу целочисленности a имеем: a  
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Пример. Для n = 3 количество искомых прогрессий равно
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 = 3 + 1 + 1 = 5
Реализация. Читаем входные данные и вычисляем искомое количество прогрессий по выше приведенному алгоритму. Поскольку n  1012, то следует воспользоваться 64-битовым целочисленным типом.
#include <stdio.h>

#include <math.h>

__int64 i,n,n1,s;

void main(void)

{

  scanf("%I64d",&n);

  n1 = (int)sqrt(n);

  for(i=1;i<=n1;i++) s += n/i;

  s = 2*s - n1*n1;

  printf("%I64d\n",s);

}
СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ЗАДАЧ

[Вальядолид] acm.uva.es/problemset: 

10007 (Подсчитать деревья), 10079 (Разрезание пиццы), 10497 (Сладкий ребенок мешает), 10519 (Действительно странно), 10541 (Полоса), 10623 (Мысли наоборот), 10790 (Сколько точек пересечения?).
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