Дискретное преобразование Фурье
Каждый многочлен P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + anxn однозначно задается набором из n + 1 коэффициента a0, a1, a2, …, an. 
Для однозначного задания многочлена степени n достаточно знать его значения в n + 1 точке: (x1, y1), (x2, y2), …, (xn+1, yn+1).
Между набором (a0, a1, a2, …, an) и {(x1, y1), (x2, y2), …, (xn+1, yn+1)} существует взаимно однозначное соответствие.
Задача. Дано многочлен P(x)и набор абсцисс x1, …, xn+1. Найти значения yi многочлена в точках xi.
Решение. Очевидно, что yi = P(xi), 
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Задача. Построить многочлен Pk(x), для которого
Pk(xi) = 0 при 1 ≤ i ≤ n + 1, i ≠ k и  Pk(xk) = 1.
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Решение. Требуемым многочленом будет
Pk(x) = 
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Задача. Задан набор точек (xi, yi). Найти коэффициенты многочлена P(x), для которого yi = P(xi).

Решение. Решением является интерполяционный многочлен Лагранжа

P(x) = 
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Пример. Построить многочлен, проходящий через три точки (0; 3), (1; 2), (2; 3).
Интерполяционный многочлен Лагранжа имеет вид:

P(x) = 3 * P1(x) + 2 * P2(x) + 3 * P3(x) = 
= 3 * 
[image: image5.wmf])
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Многочлен n-го степеня можно задавать:
(I) Коэффициентами a0, a1, a2, …, an.
(II) Значениями в  n + 1 точке (xi, yi), 
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Необходимо уметь эффективно преобразовывать многочлен из одной формы в другую и наоборот за O(nlog2n). В форме (II) многочлены можно перемножить за O(n), так как для этого достаточно перемножить соответствующие значения yi.
Таким образом мы сможем умножать многочлены за O(nlog2n), а не классически за O(n2).
Вычисление значений полинома в n точках
Пусть P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1, n – четное.
Задача. За какое время можно вычислить значение полинома в точке P(x0)?
Решение. Можно воспользоваться схемой Горнера за O(n).
Задача. Необходимо вычислить значение многочлена P(x) n-ой степени в n разных точках. Это можно совершить за O(n2). Но оказывается, что можно подобрать каким-то специальным образом эти n точек, чтобы все значения многочлена в них можно было бы вычислить за O(nlog2n). Рассмотрим следующее множество точек (два набора по n/2 точек):
x0, x1, x2, …, 
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Распишем многочлен P(x) следующим образом: 

P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1 = 
(a0 + a2x2 + a4x4 + …. + an-2xn-2)  + x ∙ (a1 + a3x2 + a5x4 + …. + an-1xn-2) = 

= P0(x2) + x ∙ P1(x2),
где P0(x) и P1(x) – некоторые многочлены, степени которых в 2 раза меньше степени P(x).
Тогда значения многочлена P(x) в точках xk и - xk равны (формулы (*)):
P(xk) = P0(
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P(-xk) = P0(
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) – xk ∙ P1(
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Как же получить выигрыш во времени? Следует выбрать не просто произвольные n точек, а n точек, разбитых на пары (xk, - xk). В каждой паре числа должны различаться знаком. Значения многочленов P0(x) и P1(x) следует вычислять не во всех n точках, а только в n/2 точках 
[image: image17.wmf]2
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 (0 ≤ k < n).
Временная оценка. Пусть T(n) – время, за которое можно вычислить значения многочлена P(x) в указанных n точках. Для этого необходимо решить две подзадачи – вычислить значения многочленов P0(x) и P1(x) в n/2 точках. На что потратится времени 2T(n/2). Далее произведем сборку: по формулам (*) пересчитаем за O(n) значения многочлена P(x) в n точках. Итого
T(n) = 2T(n / 2) + O(n),
Что дает решение T(n) = O(nlog2n).
Вопрос: почему это все не работает, если например взять точки (1, -1), (2, -2), …, (n, -n), где n – степень двойки?
Ответ: потому что сначала точки обладают указаным свойством – они разбиты на пары. Но уже после первого же рекурсивного вызова, когда например следует вычислить значение многочлена P0(x) в точках (12, 22, …, n2), этот набор точек уже не обладает свойством разбития на пары (xk, - xk).
Вопрос: каким должен быть набор точек {
xk, - xk}, 0 ≤ k < n, чтобы и набор 
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 (0 ≤ k < n) также можно было бы разбить на пары (положительное число, отрицательное число)?
Пусть, например, у нас было 8 точек, разбитых на пары. Возвели их в квадрат, получили 4 числа, разбитые на пары. Возвели эти 4 числа в квадрат, получили 2 числа, разбитые на пары. И наконец возводим в квадрат эти два числа, и получаем одно и то же число. Пусть этим последним единственным числом является 1. 

Рассмотрим обратный процесс построения пар:
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Вторая строка содержит все квадратные корни из 1. Третья строка содержит все корни четвертой степни из 1. Следующая строка будет содержать все корни восьмой степни из 1, и так далее.
Комплексные числа
Любое комплексное число z имеет представление в алгебраической a + bi и тригонометрической r (cosφ + isinφ) форме.

Умножение комплексных чисел. Если  z1 = r1 (cosφ + isinφ) и z2 = r2 (cosψ + isinψ), то
z1 z2 = r1 r2 (cos(φ + ψ) + isin(φ + ψ))
Разложение ez в ряд Маклорена:
ez = 1 + z + 
[image: image20.wmf]!
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Формула Эйлера:

eiφ = cosφ + isinφ
Так, например e2πi = cos2π + isin2π = 1.
Формула Муавра. Если z =  r (cosφ + isinφ), то zn =  rn (cosnφ + isinnφ).
Вычисление корней n-го степеня:
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Пример. 
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	k = 0: 
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Пусть ε, ε2, …, εn-1, εn = 1 – корни n-ой степени из 1. 

Тогда ε = 
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Пусть P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1 = 
[image: image41.wmf]å
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Входные данные: a0, a1, a2, …, an-1.
Выходные данные: b0, b1, b2, …, bn-1, где bk = P(εk) = 
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Определение. Переобразование (a0, a1, a2, …, an-1) в (b0, b1, b2, …, bn-1) называется дискретным преобразованием Фурье (Discrete Fourier Transform). Соответствующее обратное преобразование называется обратным преобразованием Фурье. Обозначать этот факт будем следующим образом:
DFT(a0, a1, a2, …, an-1) = (b0, b1, b2, …, bn-1)
DFT-1(b0, b1, b2, …, bn-1) = (a0, a1, a2, …, an-1)
Быстрым преобразованием Фурье называется алгоритм выполнения дискретного преобразования Фурье за время O(nlog2n).

Пример. Рассмотрим многочлен P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. (a0, a1, a2, a3) = (1, 2, -1, 3). Найдем коэффициенты (b0, b1, b2, b3), где bk = P(εk), 0 ≤ k ≤ 3, ε – примитивный корень 4 степени из 1 (в данном случае ε = i).
Непосредственное вычисление
b0 = P(ε0) = P(1) = 1 + 2 – 1 + 3 = 5,
b1 = P(ε1) = P(i) = 1 + 2i – i2 + 3i3 = 1 + 2i + 1 – 3i = 2 – i,
b2 = P(ε2) = P(-1) = 1 – 2 – 1 – 3 = -5,
b3 = P(ε3) = P(-i) = 1 – 2i – i2 + 3i = 2 + i.
Таким образом (b0, b1, b2, b3) = (5, 2 – i, -5, 2 + i) или то же самое что
DFT(1, 2, -1, 3) = (5, 2 – i, -5, 2 + i)

Вычисление по формулам bk = P(εk) = 
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 (n = 4).

b0 = 
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b2 = 
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Обратное преобразование Фурье

Построим такой многочлен P0(z), что P0(ε0) = 1, а P0(εk) = 0 при 
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Таким многочленом будет P0(z) = 
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. Докажем это.
P0(ε0) = P0(1) = 
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 = 1. Рассмотрим многочлен nP0(z) = Q0(z) = 
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 и докажем, что Q0(εk) = 0 при 
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Например, при k = 1: Q0(ε) = 1 + ε + ε2 + … + εn-1 = 0, так как сумма всех корней из единицы равна нулю. Далее:
Q0(εk) = 1 + εk + ε2k + … + ε(n-1)k = εnk + εk + ε2k + … + ε(n-1)k =

= εk (1 + εk + ε2k + … + ε(n-1)k) = εk Q0(εk),
Откуда Q0(εk) (1 – εk)  = 0. Учитывая, что εk ≠ 1, имеем Q0(εk) = 0.
Построим такой многочлен Pk(z), что Pk(εk) = 1, а Pk(εj) = 0 при 0 ≤ j ≤ n – 1, j ≠ k. Таким многочленом будет Pk(z) = 
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Входные данные: b0, b1, b2, …, bn-1, где bk = P(εk) = 
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Выходные данные: a0, a1, a2, …, an-1.
Построим интерполяционный многочлен Лагранжа:
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Учитывая, что Q0(z) = 
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Из равенства 
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Обратное преобразование Фурье задается формулами: aj = 
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Пример. Рассмотрим многочлен P(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3. 
Пусть bk = P(εk), 0 ≤ k ≤ 3, ε = i (примитивный корень 
[image: image89.wmf]4

1

).
Входные данные: (b0, b1, b2, b3) = (5, 2 – i, -5, 2 + i).
Найти: (a0, a1, a2, a3)

Решение. Отметим, что ε = i, ε2 = -1, ε3 = - i, ε4 = 1. 

А также  ε-1 = ε3 = 1/i = -i, ε-2 = ε2 = -1, ε-3 = ε = i.
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Искомый многочлен имеет вид: P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. Или то же самое что
DFT-1(5, 2 – i, -5, 2 + i) = (1, 2, -1, 3) 

Матрица Вандермонда
Пусть многочлен P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1 проходит через n точек (xi, yi), 
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. Тогда имеет место соотношение:
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Умножение k-ой строки матрицы на столбец коэффициентов многочлена дают равенство: 
yk = a0 + a1xk + a2xk2 + …. + an-1xkn-1,
что говорит о том, что многочлен P(x) проходит через точку (xk, yk).
Пример. Многочлен P(x) = 3 – 2x + x2 проходит через три точки (0; 3), (1; 2), (2; 3). Тогда имеет место соотношение:
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Пример. Рассмотрим многочлен P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. (a0, a1, a2, a3) = (1, 2, -1, 3). Найдем коэффициенты (b0, b1, b2, b3), где bk = P(εk), 0 ≤ k ≤ 3, ε – примитивный корень 4 степени из 1 (в данном случае ε = i).
Построим матрицу Вандермонда, в которой x0 = 1, x1 = ε, x2 = ε2, x3 = ε3. И умножим его на столбец коэффициентов многочлена.
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Лемма. Пусть ε – примитивный корень n-ой степени из 1. Пусть M(ε) – матрица  Вандермонда. Тогда обратная матрица Вандермонда определяется так: 
(M(ε))-1 = 
[image: image112.wmf]n
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M(ε-1)

Доказательство. Пронумеруем строки и столбцы матрицы Вандермонда от 0 до n – 1. Тогда M[i][j] = εij, а M-1[i][j] = ε-ij. Рассмотрим произведение матриц и вычислим, что находится в ее ячейках.
(M(ε) * (M(ε-1))) [i][j] = 
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Если i = j, то каждое слагаемое суммы равно ε0 = 1 и общая сумма равна n.
Если i = j, то εi-j ≠ 1. Воспользуемся формулой суммы геометрической прогрессии:
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Пример. Пусть ε – примитивный корень четвертой степени из 1. Тогда
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Пример. Вычислим DFT -1(5, 2 – i, -5, 2 + i):
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Рекурсивная реализация за O(n log2n)
Пусть n – четное число. Рассмотрим многочлен P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1. Выделим отдельно члены с четными и нечетными степенями:
P(x) = P0(x2) + x ∙ P1(x2),

где P0(x) = a0 + a2x+ a4x2 + …. + 
[image: image126.wmf]1
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, P1(x) = a1 + a3x+ a5x2 + …. + 
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Если положить, что bk = P(εk), 0 ≤ k ≤ n – 1, то
bk = P(εk) = P0(ε2k) + εk ∙ P1(ε2k)
Пример. Пусть P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. Положим P0(x) = 1 – x, P1(x) = 2 + 3x, тогда
P(x) = P0(x2) + x∙P1(x2) = 1 – x2 + x∙(2 + 3x2) = 1 + 2x – x2 + 3x3
Указанное разложение P(x) на многочлены P0(x) и P1(x) можно отобразить в виде:
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Преобразование Фурье состоит в вычислении значения многочлена P(x) в точках ε0, ε1, …, εn-1. Для этого поступим следующим образом:
· вычислим значения многочленов P0(x) и P1(x) в точках (ε0)2, (ε1)2, …, (εn-1)2.

· скомбинируем результаты

Отметим, что набор (ε0)2, (ε1)2, (ε2)2,…, (εn-1)2 состоит только из n/2 корней из единицы, то есть из чисел ε0, ε2, ε4,…, εn-2.
Пример. Рассмотрим все корни восьмой степени из единицы: (ε0, ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6, ε7). Поскольку ε = 
[image: image129.wmf]8

1

 – примитивный корень, то ε8 = 1. Набор из квадратов этих корней имеет вид:
(ε0, ε2, ε4, ε6, ε8, ε10, ε12, ε14) = (ε0, ε2, ε4, ε6, ε0, ε2, ε4, ε6)
Если ε – примитивный корень восьмой степени из единицы, то ε2 – примитивный корень четвертой степени из единицы, а набор (ε0, ε2, ε4, ε6) представляет собой все корни четвертой степени из единицы.
Преобразование Фурье для вектора длины 1 равно этому же вектору. Так как если P(x) = a0, то P(ε0) = a0. То есть DFT(a0) = (a0) и DFT-1(a0) = (a0).
Вычисление DFT(a0, a1, a2, …, an-1) (n – четное)
Пусть 
DFT(a0, a2, a4, …, an-2) = (
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DFT(a1, a3, a5, …, an-1) = (
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где 
[image: image136.wmf]0
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 = P0(ε2k), 
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Тогда для нахождения bk = P(εk) = P0(ε2k) + εk∙P1(ε2k) = 
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 + εk∙
[image: image139.wmf]1

k

b

 (0 ≤ k ≤ n – 1) индексы в равенстве следует брать по модулю n/2. Получим при 0 ≤ k < n/2:
bk = 
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Преобразование бабочки
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Пример. Пусть P(x) = 1 – x.

[image: image149.emf]1-x
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DFT(1) = (1) = (
[image: image150.wmf]0
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DFT(-1) = (-1) = (
[image: image151.wmf]1
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Сборка. Поскольку n = 2, то ε = 
[image: image152.wmf]2
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 = -1.
b0 = 
[image: image153.wmf]0
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 + ε0∙
[image: image154.wmf]1

0

b

 = 1 + 1 ∙ (-1) = 0,
b1 = b0+1 = 
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[image: image156.wmf]1
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DFT(1, -1) = (0, 2).
Пример. Пусть P(x) = 2 + 3x. 

Вычислим преобразование Фурье через матрицу Вандермонда (n = 2, ε = 
[image: image157.wmf]2
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DFT(2, 3) = (5, -1).

Пример. Пусть P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. 
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Дано: DFT(1, -1) = (0, 2) = (
[image: image164.wmf]0
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           DFT(2, 3) = (5, -1) = (
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Сборка. Поскольку n = 4, то ε = 
[image: image168.wmf]4
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 = i.
k = 0: b0 = 
[image: image169.wmf]0
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          b2 = b0+2 = 
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k = 1: b1 = 
[image: image173.wmf]0
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          b3 = b1+2 = 
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Имеем:DFT(1, 2, -1, 3) = (5, 2 – i, -5, 2 + i).
Бабочки Фурье
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В последней строке записано бинарное представление чисел 0, 1, 2, …, 7 в реверсном (обратном) порядке. 
Преобразование Фурье (псевдокод)
Вход: массив а и его размер n.
Выход: b = DFT(a, n).
Recursive_DFT (a, n)

{
  // DFT массива из одного элемента равно этому же массиву
  if (n = 1) return a; 
      // устанавливаем значение примитивного корня из 1 степени n

  
[image: image178.wmf]n
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;

  // переменная, которая будет последовательно 
  // принимать значения ε0, ε1,…, εn/2-1.
  w = 1;

  // строим массивы
    a0 = (a0, a2, a4, …, an-2);
    a1 = (a1, a3, a5, …, an-1);

  // выполняем преобразование Фурье на массивах a0 и a1. 
    b0 = Recursive_DFT (a0, n / 2);

    b1 = Recursive_DFT (a1, n / 2);

      // сборка

  for k = 0 to n/2-1 do
  {

    bk = 
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    bk+n/2 = 
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        w = w ∙ ε;
  }

  return b;

}
Рассмотрим еще раз формулы прямого и обратного преобразования Фурье:

Прямое преобразование Фурье:    bk  =   
[image: image183.wmf]å
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Обратное преобразование Фурье: aj = 
[image: image184.wmf]å
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.
Эти две задачи почти ничем не отличаются, поэтому коэффициенты aj можно находить таким же алгоритмом, как и прямое DFT, только вместо εk везде надо использовать ε-k, а каждый элемент результата разделить на n.
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