Динамическое программирование
Метод динамического программирования состоит в разбиении задачи на подзадачи, решении их и объединении результатов. В отличии от метода «разделяй и властвуй», динамическое программирование используется, когда подзадачи не являются независимыми. Чтобы не решать некоторые подзадачи несколько раз (как это делалось бы при использовании стратегии «разделяй и властвуй»), при динамическом программировании подзадачи решаются один раз и результат решения заносится в некоторую таблицу.
Решение задачи методом динамического программирования как правило требует наличия рекуррентного соотношения между подзадачами. Скорость решения задач этим методом как правило полиномиальна, в отличии от методов полного перебора или бектрекинга.

1. Монеты. Имеются монеты достоинством v1, v2, …, vn копеек. Необходимо найти наименьшее количество монет, которыми можно выдать сумму S.

Решение. Рассмотрим подзадачу, в которой требуется найти наименьшее количество монет, которыми можно выдать сумму i , i  S. Обозначим решение этой подзадачи через f(i). Если известны все значения f(j), 1  j  i, то легко найти f(i + 1):

f(i + 1) = 
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f(i + 1 – vj) + 1, i + 1  vj
По умолчанию положим f(0) = 0, так как сумму в 0 копеек можно выдать 0 монетами. Значения решений для подзадач f(i) храним в некотором числовом массиве m.
Пример. Пусть имеются монеты достоинством 1, 2 и 5 копеек. Значение искомой суммы равно S = 9. Значение элементов массива m имеет вид: 

	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	f(i)
	0
	1
	1
	2
	2
	1
	2
	2
	3
	3


Сумму в 9 копеек можно выдать так: 9 = 5 + 2 + 2.

2. Задача о загрузке. Меется судно грузоподъемностью w и n предметов. Известно, что i - ый предмет имеет вес wi и ценность ci. Необходимо загрузить судно предметами так, чтобы получить максимальную прибыль.
Вход. Первая строка содержит количество предметов n и грузоподъемность судна w. Следующие n строк содержат характеристики грузов: в i - ой строке находится вес wi и ценность ci  i - го груза.
Выход. Максимальная суммарная ценность грузов, которыми можно загрузить судно.
	Пример входа
	Пример выхода

	4 9
	21

	2 5
	

	2 5
	

	4 9
	

	1 2
	


Решение. Обозначим через f(i, w) максимальную стоимость, которую можно получить имея лишь первые i грузов и грузоподъемность w. Если i - ый груз не использовался при подсчете f(i, w), то f(i, w) = f(i – 1, w). Иначе значение f(i, w) равно f(i – 1, w – wi) + ci. Отсюда получаем рекуррентное соотношение:
f(i, w) = max( f(i – 1, w), f(i – 1, w – wi) + ci), i > 1

f(1, wi) = ci
Пример. Рассмотрим тест, в котором имеются четыре груза со следующими характеристиками:

	вес, wi
	2
	2
	4
	1

	стоимость, ci
	5
	5
	9
	2


Положим изначально m[0] = 0, m[i] = -1, i = 1, …, 9. Значения f(i, w) занесем в следующую таблицу:

	i \ w
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	0
	-1
	5
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1

	2
	0
	-1
	5
	-1
	10
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1

	3
	0
	-1
	5
	-1
	10
	-1
	14
	-1
	19
	-1

	4
	0
	2
	5
	7
	10
	12
	14
	16
	19
	21


Реализация. Положим MAX = w + 1. Положим m[0] = 0, m[i] = -1, i = 1, …, MAX – 1. Для каждого груза весом weight и стоимостью cost пересчитываем значения элементов массива m начиная с конца.
#include <stdio.h>

#include <memory.h>

#define MAX 10

int i,j,n,w;

int weight,cost,m[MAX];

void main(void)

{

  memset(m,-1,sizeof(m));m[0] = 0;

  scanf("%d %d",&n,&w);

  for(i=0;i<n;i++)

  {

    scanf("%d %d",&weight,&cost);

    for(j = MAX - 1; j >= weight; j--)

     if ((m[j - weight] >= 0) && (m[j] < m[j - weight] + cost)) 

         m[j] = m[j - weight] + cost;

  }

  printf("%d\n",m[w]);  

}

3. Доллары [Вальядолид, 147, 357, 674]. В наличии имеются 5 номиналов монет: 50, 25, 10, 5 и 1 центовые. Сколькими способами можно выдать наперед заданную сумму s?

Вход. Каждая строка содержит сумму s (s  7489).

Выход. Для каждой суммы вывести количество способов, которыми можно ее выдать.

Пример входа

11

Пример выхода

4

Решение. Обозначим через f(k, n) количество способов составить сумму n из первых k номиналов монет. Оно равно количеству способов составить сумму n первыми (k – 1) номиналами (то есть без использования k-го номинала) плюс количество способов составить сумму (n – ak) при помощи k номиналов. Имеем соотношение:
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Изначально положим f(0, 0) = 1, f(0, n) = 0, n > 0.

Пример. Сумму s = 11 можно выдать 4 способами: 

1) 10 + 1

2) 5 + 5 + 1

3) 5 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

4) 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

	
	k \ n
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	начало
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	c = 1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	c = 5
	2
	1
	1
	1
	1
	1
	2
	2
	2
	2
	2
	3
	3

	c = 10
	3
	1
	1
	1
	1
	1
	2
	2
	2
	2
	2
	4
	4


Номиналы в 25 и 50 центов не повлияют на результат для суммы в 11 центов.
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