НАИБОЛЬШИЙ ОБЩИЙ ДЕЛИТЕЛЬ

Определение 1. Наибольшим общим делителем (далее НОД) двух целых чисел a и b, одновременно не равных нулю, называется такое наибольшее целое число d, на которое a и b делятся без остатка. Этот факт обозначается так: d = НОД(a, b). Если оба числа равны нулю, то положим НОД(0, 0) = 0.

Исходя из определения, имеют место следующие равенства:

НОД(a, b) = НОД(b, a),

НОД(a, b) = НОД(-a, b)

НОД(a, 0) = |a|

Определение 2. Наименьшим общим кратным (далее НОК) двух целых чисел a и b называется наименьшее положительное целое число, кратное как a так и b.

Основная теорема арифметики утверждает, что любое натуральное число можно представить в виде произведения простых чисел: 
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Из канонического разложения следует, что 

НОД(a, b) = 
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Пример 1. Рассмотрим числа a = 24, b = 18. Разложим их на простые множители: 24 = 23 * 3, 18 = 2 * 32. Следовательно 

НОД(24, 18) = 2min(3,1) * 3min(1,2) = 21 * 31 = 6,

НОК(24, 18) = 2max(3,1) * 3max(1,2) = 23 * 32 = 8 * 9 = 72

Если НОД(a, b) = d, то a и b делятся на d. Следовательно их разница a – b также делится на d. Имеет место следующее рекурсивное соотношение для вычисления НОД:
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Пример 2. Пусть a = 32, b = 12. Тогда

НОД(32, 12) = НОД(32 – 12, 12) = НОД(20, 12) = НОД(20 – 12, 12) = НОД(8, 12) =

НОД(8, 12 – 8) = НОД(8, 4) = НОД(8 – 4, 4) = НОД(4, 4) = НОД(4 – 4, 4) = НОД(0, 4) = 4

Приведенный метод вычисления не является оптимальным. Например, для нахождения НОД(100, 2) следует выполнить 50 операций вычитания. Для ускорения вычисления НОД операцию вычитания следует заменить операцией взятия остатка от деления:
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Пример 3. Пусть a = 78, b = 14. Тогда

НОД(78, 14) = НОД(78 mod 14, 14) = НОД(8, 14) = НОД(8, 14 mod 8) = НОД(8, 6) =

НОД(8 mod 6, 6) = НОД(2, 6) = НОД(2, 6 mod 2) = НОД(2, 0) = 2

Упростим приведенную выше рекуррентность:

НОД(a, b) = 
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Если a < b, то НОД(a, b) = НОД(b, a mod b) = НОД(b, a), то есть аргументы функции переставляются. Далее при рекуррентных вызовах функции НОД первый аргумент всегда больше второго. Нулем может стать только второй аргумент b.

Используя тернарный оператор, функцию gcd (Greater Common Divisor) вычисления НОД можно записать в виде:

int gcd(int a, int b)

{

  return (!b) ? a : gcd(b,a % b);

}

Пример 4. Пусть a = 14, b = 78. Тогда

НОД(14, 78) = НОД(78, 14) = НОД(14, 8) = НОД(8, 6) = НОД(6, 2) = НОД(2, 0) = 2

Теорема 1. Между НОД и НОК двух чисел имеет место соотношение:

a * b = НОД(a, b) * НОК(a, b)

Функция lcm (Lowest Common Multiple) вычисления НОК имеет вид:

int lcm(int a, int b)

{

  return a / gcd(a,b) * b;

}

Заметим, что при вычислении выражения a * b / gcd(a, b) может возникнуть переполнение, а при a / gcd(a, b) * b нет. Здесь подразумевается, что значения a, b и lcm(a, b) лежат в границах типа int.

1. [Санкт-Петербург, 1996] Наименьшее общее кратное некоторых двух натуральных чисел в 16 раз больше их наибольшего общего делителя. Докажите, что одно из этих чисел делится на другое.

2. Задача Евклида [Вальядолид, 10104]. Со времен Евклида известно, что для любых положительных a и b существуют такие целые x и y, что ax + by = d, где d – наибольший общий делитель a и b. По заданным a и b найти x, y, d.

Вход. Каждая строка содержит два числа a и b, разделенных пробелом (a, b  109).

Выход. Для каждого теста вывести три числа x, y, d, разделенных пробелом. Если существует несколько пар x и y, то вывести ту пару, для которой x  y и выражение |x| + |y| минимально.

	Пример входа
	Пример выхода

	4 6
	-1 1 2

	17 17
	0 1 17

	5 3
	-1 2 1


3. Простое деление [Вальядолид, 10407]. При делении числа n на d получается частное q и остаток r. При этом q – максимально возможное целое, для которого qd  n, а r = n – qd. Для любого множества целых чисел {a1, …, ak} всегда существует такое d, что числа ai mod d равны.

Вход. Каждая строка является отдельным тестом и содержит последовательность чисел a1, …, ak, заканчивающуюся нулем. Последний ноль не принадлежит самой последовательности. Последовательность содержит не менее 2 и не более 1000 чисел. Не все числа в последовательности равны между собой. Признаком конца входных данных является строка с одним нулем.

Выход. Для каждой входной последовательности a1, …, ak найти максимальное d, для которого при делении ai на d будут получаться равные остатки.

	Пример входа
	Пример выхода

	701 1059 1417 2312 0
	179

	14 23 17 32 122 0
	3

	14 -22 17 -31 -124 0
	3

	0
	


4. Найти правильный размен [Вальядолид, 10548]. В древние времена люди вместо денег обменивались товарами. В наличии имеются два типа товаров: A и B. Покупатель желает приобрести товар на сумму c > 0. Стоимости товаров A и B соответственно равны a и b. Если одно из значений a или b отрицательно, то продавец может этим товаром давать сдачу. Одновременно отрицательными a и b быть не могут. Сколькими способами покупатель может приобрести товар на сумму c, если это возможно?

Вход. Первая строка содержит количество тестов n (0 < n <001). Каждая следующая строка содержит три числа a, b и c (0 < |a|, |b|, |c| < 231).

Выход. Для каждого теста вывести количество комбинаций, которыми покупатель может приобрести товар ровно  на сумму c. Если приобрести товар невозможно, то вывести сообщение “Impossible”. Если число комбинаций бесконечно, то вывести “Infinitely many solutions”.

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	3

	2 3 15
	Infinitely many solutions

	2 –3 5
	Impossible

	10 36 7
	


5. Игра с округлением вниз и вверх [Вальядолид, 10673]. 
Теорема. Для двух целых чисел x и k всегда существуют такие целые p и q, что 

x = p
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По заданным x и k необходимо найти хотя бы одну такую пару p и q.

Вход. Первая строка содержит количество тестов t (1  t  1000). Каждая следующая строка содержит два положительных целых числа x и k (x, k < 108).

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке два числа: p и q. Если таких пар существует несколько, то вывести одну из них. Значения p
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 помещаются в 64-битовый целый тип.

	Пример входа
	Пример выхода

	3
	1 1

	5 2
	1 1

	40 2
	0 6

	2444 6
	


6. Монетный завод [Вальядолид, 10717]. Канадский королевский завод производит столы, ножки которых составляют из монет. Каждый стол имеет четыре ножки, каждая ножка состоит из монет одного типа. Разные ножки состоят из разных типов монет. Например, одна ножка может состоять из четвертушек, другая – из десяток, третья – из одноцентовых, а четвертая – из двухцентовых монет. Имеется конечное количество типов монет. Количество монет каждого типа неограниченно. Известна толщина каждого типа монет. Необходимо определить максимально возможную высоту стола, не большую заданной величины и минимально возможную высоту стола, не меньшую заданной.

Вход. Состоит из нескольких тестов. Первая строка каждого теста содержит количество доступных номиналов монет n (4  n  50) и количество столов T (1  T  10), которое следует сделать. Следующие n строк характеризуют толщину имеющихся номиналов монет. Далее идут T строк, описывающие желаемые высоты столов, которые следует сконструировать. Последний тест содержит n =  T = 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждой желаемой высоты стола вывести максимально возможную высоту стола, не большую желаемой и минимально возможную высоту стола, не меньшую желаемой.
	Пример входа
	Пример выхода

	4 2
	800 1200

	50
	2000 2000

	100
	

	200
	

	400
	

	1000
	

	2000
	

	0 0
	


7. Сновидение. Президент банка ночью перекладывает содержимое n сейфов, в которых клиенты хранят ценности. Известно, что каждую ночь содержимое сейфов перекладывается одним и тем же образом. Процесс перекладывания характеризуется последовательностью из n чисел: a1, …, an, где ai – номер сейфа, куда каждую ночь перекладывается содержимое i - го сейфа. Определить, через сколько суток все ценности снова будут находиться на своих местах.

Вход. Каждая строка является отдельным тестом и содержит числа n, a1, …, an (n  100).
Выход. Для каждого теста вывести число суток, через которое все ценности снова окажутся на своих местах.

	Пример входа
	Пример выхода

	4 2 3 1 4
	3

	6 1 3 2 4 6 5
	2

	10 6 8 3 4 1 2 10 9 5 7
	6


8. Кинотеатр [Санкт-Петербург, 2006]. Марья Ивановна с Марьей Михайловной привели школьников в кинотеатр. Чтобы не было никаких обид, Марья Ивановна построила всех школьников по алфавиту и рассадила их: сначала в первый ряд слева направо, затем во второй слева направо и так далее, заполнив весь зал из n рядов по m кресел. Тут пришла Марья Михайловна и сказала, что ребята сели неправильно – надо пересесть. Она предложила сначала заполнить все первые места от первого ряда к последнему, затем все вторые места и так далее. Определите, сколько школьников после такой пересадки останется на своем месте. Например, если n = 3 и m = 3, то в первом случае дети сядут так:

123

456

789

а во втором – так: 

147

258

369

Таким образом, три школьника: 1, 5 и 9 останутся на своих местах.
Вход. Два целых числа n и m (1  n, m  100).

Выход. Количество школьников, которые останутся на своих местах.
УКАЗАНИЯ И РЕШЕНИЯ
1. Рассмотрим разложения этих двух чисел на простые множители. Любое простое число, отличное от двойки, входит в эти разложения с одинаковым показателем, потому что иначе оно входило бы с разными показателями в разложения НОД и НОК, которые различаются лишь показателем при двойке. Следовательно, одно из двух данных чисел получается из другого увеличением показателя при двойке при разложении на простые множители на 4, что соответствует умножению на 16.
2. Задача Евклида [Вальядолид, 10104]. Пусть для положительных целых чисел a и  b (a > b) известно g = НОД(b, a mod b), а также числа x’ и y’, для которых

g = x’ * b + y’ * (a mod b)

Поскольку a mod b = a - 
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где обозначено x = y’, y = x’ - y’ *  
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Пусть gcdext(int a, int b, int *d, int *x, int *y) – функция, которая по входным числам a и b находит d = НОД(a, b) и такие x, y что d = a * x + b * y. Для поиска неизвестных x и y необходимо рекурсивно запустить функцию gcdext(b, a mod b, d, x, y) и пересчитать значения x и y по выше приведенной формуле. Рекурсия заканчивается, когда b = 0. При b = 0 НОД(a, 0) = a и a = a * 1 + 0 * 0, поэтому полагаем x = 1, y = 0.
Пример. Рассмотрим третий тест. Вычисление НОД(5, 3) и нахождение соответствующих x, y произведем в таблице:
	a
	b
	x
	y

	5
	3
	-1
	2

	3
	2
	1
	-1

	2
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	0


Из таблицы находим, что НОД(5, 3) = 5 * (-1) + 3 * 2 = 1.

Реализация. Для решения задачи достаточно прочитать входные данные, вызвать функцию gcdext и напечатать результат.

#include <stdio.h> 

int a,b,d,x,y;

void gcdext(int a,int b, int *d, int *x, int *y)

{

  int s;

  if (b == 0)

  {

    *d = a; *x = 1; *y = 0;

    return;

  }

  gcdext(b,a % b,d,x,y);

  s = *y;

  *y = *x - (a / b) * (*y);

  *x = s;

}

void main(void)

{

  while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2)

  {

    gcdext(a,b,&d,&x,&y);

    printf("%d %d %d\n",x,y,d);

  }

}

3. Простое деление [Вальядолид, 10407]. Из условия задачи следует, что

a1 = d * r1 + rest
a2 = d * r2 + rest
…

ak = d * rk + rest
Поскольку d максимально , то НОД(r1, r2, …, rn) = 1. Далее имеем:

a2 – a1 = d * (r2 – r1)

a3 – a2 = d * (r3 – r2)

…

ak – ak-1 = d * (rk – rk-1)

Откуда d – наибольшее целое, котороое делит a2 – a1, a3 – a2, …, ak – ak-1, то есть

d = НОД(|a2 – a1|, |a3 – a2|, …, |ak – ak-1|).

Реализация. Основной цикл программы состоит в чтении последовательности чисел {a1, …, ak} и последовательном вычислении значения НОД(|a2 – a1|, |a3 – a2|, …, |ak – ak-1|).

#include <stdio.h> 

#include <math.h> 

int a,b,res;

int gcd(int a, int b)

{

  return (!b) ? a : gcd(b, a % b);

}

void main(void)

{

  while(scanf("%d %d",&a,&b),a) 

  {

    res = abs(a-b); a = b;

    while(scanf("%d",&b),b) 

    {

      res = gcd(res,abs(a-b));

      a = b;

    }

    printf("%d\n",res);

  }

}

4. Найти правильный размен [Вальядолид, 10548]. Если покупатель получит x штук товара A и y штук товара B, заплатив при этом сумму c, то получим уравнение ax + by = c. Уравнение имеет решения тогда и только тогда, когда c делится на НОД(a, b). 

Лемма. Если (x0, y0) – одно из решений уравнения ax + by = c, то все его решения имеют вид (x0 + kb, y0 – ka), где k – целое число. Очевидно, что a(x0 + kb) + b(y0 – ka) = ax0 + by0 = c.

Если одно из значений a или b отрицательно, то уравнение ax + by = c имеет бесконечно много решений. Действительно, если (x0, y0) – решение, то пара (x0 + kb, y0 – ka) будет также решением для любого целого отрицательного k, для которого y0 – ka  0 (если b < 0) или для любого натурального k, для которого x0 + kb  0 (если a < 0).

Если решение существует и оба значения a и b положительны, сокращаем a, b, c на их общий делитель и при помощи расширенного алгоритма Евклида находим x’, y’, для которых ax’ + by’ = 1. Помножив последнее равенство на c и положив x0 = cx’ и y0 = cy’, получим пару (x0, y0), являющуюся решением уравнения ax + by = c.

Из леммы следует, что все решения уравнения имеют вид (x0 + kb, y0 – ka), где k – целое число. Поскольку в задаче решения должны быть неотрицательными, то имеют место следующие неравенства: x0 + kb  0,  y0 – ka 0. Откуда имеем следующие ограничения: k  
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Пример. Рассмотрим первый тест, где следует найти количество решений уравнения 2x + 3y = 15 в целых числах. Числа 2 и 3 взаимно простые, находим x’и y’, для которых 2x’ + 3y’ = 1. Из расширенного алгоритма Евклида имеем: x’ = -1, y’ = 1. Помножив их на 17, получим x0 = 17x’ = -17, y0 = 17y’ = 17. Имея одно решение (x0, y0) = (-17, 17), можно описать множество всех решений исходного уравнения согласно выше приведенной лемме: x = -17 + 3k, y = 17 – 2k. Оба значения должны быть неотрицательными, следовательно -17 + 3k  0,  y = 17 – 2k  0. Или то же самое что 3k  17,  17  2k. Откуда k 
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 = 8. Объединяя ограничения на k, получим: 6  k  8. То есть существует 3 варианта размена.

Для второго теста имеем уравнение 2x – 3y = 5. Одним из его решений будет x0 = 1, y0 = -1. Все множество решений описывается формулой: x = 1 – 3k, y = -1 – 2k. Для всех отрицательных k значения x и y будут положительными, и удовлетворять условию задачи.

Для третьего теста решений не существует, так как для любых натуральных x и y значение 10x + 36y всегда четно и не может равняться 7.

Реализация. При вычислении используем 64-битовый целый тип long long. Для простоты использования переопределим тип long long на i64.

#include <stdio.h> 

#include <math.h> 

typedef long long i64;

i64 i,n,a,b,c;

i64 temp,d,x,y;

i64 kmin, kmax, res;

i64 gcd(i64 a, i64 b)

{

  return (!a) ? b : gcd(b % a, a);

}

void gcdext(i64 a,i64 b, i64 *d, i64 *x, i64 *y)

{

  i64 s;

  if (b == 0)

  {

    *d = a; *x = 1; *y = 0;

    return;

  }

  gcdext(b,a % b,d,x,y);

  s = *y;

  *y = *x - (a / b) * (*y);

  *x = s;

}

void main(void)

{

  scanf("%lld",&n);

  for(i=0;i<n;i++)

  {

    scanf("%lld %lld %lld",&a,&b,&c);

Вычисляем наибольший общий делитель d чисел a и b. Если c не делится на d, то выводим сообщении о невозможности произведения размена.

    d = gcd(a,b);

    if (c % d > 0)

    {

      printf("Impossible\n"); continue;

    }

Если a или b отрицательно, то существует бесконечно много вариантов произведения размена.

    if ((a < 0) || (b < 0))

    {

      printf("Infinitely many solutions\n"); continue;

    }

Сокращаем входные значения a, b, c на их общий делитель d. Запускаем процедуру расширенного алгоритма Евклида и находим пару (x, y) – решение уравнения ax + by = c.

    a /= d; b /= d; c /= d;

    gcdext(a,b,&d,&x,&y);

    x *= c; y *= c;

Ищем нижнюю kmin и верхнюю kmax границы для переменной k, откуда и получаем количество решений уравнения ax + by = c. Поскольку a, b, x, y – целые, то чтобы не потерять точность вычислений, помножим дроби –x / b и y / a на действительное число 1.0.
    kmin = (i64)ceil(-1.0*x / b); kmax = (i64)floor(1.0*y / a);

    res = (i64)kmax - kmin + 1;

Если значение res не равно нулю, то выводим его. Иначе печатаем сообщение о том, что произвести размен невозможно.

    if (res) printf("%lld\n",res); else printf("Impossible\n");

  }

}

5. Игра с округлением вниз и вверх [Вальядолид, 10673]. Если x нацело делится на k, то 
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 = x / k. Выбрав p = 0, q = k, получим: 0 * (x / k) + k * (x / k) = x. Пусть x не делится на k. Если n = 
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 = n + 1. Поскольку НОД(n , m) = НОД(n , n + 1) = 1, то исходя из расширенного алгоритма Евклида, существуют такие целые t и u, что 1 = tn + um. Помножив равенство на x, получим x = xtn + xum, откуда p = xt, q = xu.

Пример. Для первого теста имеет место соотношение: 5 = 1 * 
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Реализация. При вычислении используем 64-битовый целый тип long long. Функция gcdext выглядет так же, как и в задаче Вальядолид, 10548.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

typedef long long i64;

i64 tests,x,k,g,t,u;

i64 n,m,p,q;

void gcdext(i64 a,i64 b, i64 *d, i64 *x, i64 *y) { ... }

void main(void)

{

  scanf("%d",&tests);

  while(tests--)

  {

    scanf("%lld %lld",&x,&k);

Если k = 0, то устанавливаем  p = 0, q = k.

    if (x % k == 0) { p = 0; q = k;}

    else

    {

Иначе вычисляем n = 
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, запуская расширенный алгоритм Евклида. Он находит такие t и u, что 1 = tn + um. Далее находим p = xt, q = xu и выводим результат.

      n = (int)floor(1.0*x/k); m = (int)ceil(1.0*x/k);

      gcdext(n,m,&g,&t,&u);

      p = t*x; q = u*x;

    }

    printf("%lld %lld\n",p,q);

  }

}

6. Монетный завод [Вальядолид, 10717]. Если a, b, c, d – толщины четырех типов монет, то минимально возможная высота стола, который можно сделать, равна h = НОК(a, b, c, d). Обозначим через low максимально возможную высоту стола, не большую желаемой величины Height. Тогда low должно делиться на h и быть максимально возможным значением, не большим Height. Отсюда 
low = 
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Если вычисленное low равно Height (что возможно в случае, когда Height делится на h без остатка), то минимально возможная высота стола more, не меньшая Height, также равна Height. Иначе она равна low + h.

Остается перебрать все возможные четверки толщин номиналов монет и вычислить максимум среди всевозможных low и минимум среди всевозможных more.

Пример. Рассмотрим набор монет из первого теста, желаемая высота стола равна 1000. Имея 4 типа монет с толщинами 50, 100, 200, 400, можно конструировать столы, высоты которых кратны НОК(50, 100, 200, 400) = 400. Искомые высоты столов, которые можно сделать, соответственно равны 800 и 1200.

Реализация. Для решения задачи достаточно использовать целочисленный тип int. Поскольку на вход подается несколько тестов, читаем в цикле входные значения n и t, а также значения номиналов монет текущего теста в массив coins.

while(scanf("%d %d",&n,&t),n + t > 0)

{

  for(i = 0; i < n; i++) scanf("%d",&coins[i]);

Для каждой прочитанной желаемой высоты стола Height применяем описанный выше алгоритм. Обозначим через Less максимум среди всевозможных low, а через  Greater – минимум среди всевозможных more. Проинициализируем их.

  while(t--)

  {

    scanf("%d",&Height);

    Greater = 0x7FFFFFFF;

    Less = 0;

Перебираем все возможные четверки номиналов монет x1 < x2< x3 < x4 (номиналы монет хранятся соответственно в coins[x1], coins[x2], coins[x3], coins[x4]). 

    for(x1 = 0; x1 < n - 3; x1++)

    for(x2 = x1 + 1; x2 < n - 2; x2++)

    for(x3 = x2 + 1; x3 < n - 1; x3++)

    for(x4 = x3 + 1; x4 < n; x4++)

    {

Вычисляем НОК толщин монет h = НОК(coins[x1], coins[x2], coins[x3], coins[x4]).

      h = coins[x1] * coins[x2] / gcd(coins[x1],coins[x2]);

      h = h / gcd(h,coins[x3]) * coins[x3];

      h = h / gcd(h,coins[x4]) * coins[x4];

Для каждой четверки номиналов пересчитываем значения Less и Greater.

      low = Height / h * h;

      if (low > Less) Less = low;

      if (low != Height) low += h;

      if (low < Greater) Greater = low;

    }

Выводим результат:

        printf("%d %d\n",Less,Greater);

      }

}

7. Сновидение. Последовательность a1, …, an является перестановкой чисел от 1 до n. Результатом будет НОК длин циклов перестановки.

Пример. Перестановка в третьем тесте раскладывается на циклы: (6, 2, 8, 9, 5, 1)(3)(4)(10, 7). НОК длин ее циклов равен НОК(6, 1, 1, 2) = 6.

Реализация. Функции вычисления НОК и НОД двух чисел описаны выше, их код ниже не приводим. Поскольку индексы в языке С начинаются с нуля, то удобней обрабатывать перестановку чисел с 0 до n – 1, нежели с 1 до n. Вычитаем единицу из каждого ai.
#include <cstdio>

#include <algorithm>

using namespace std;

int i, j, n, res, len;

int m[100];
void main(void)

{

  while(scanf("%d",&n) == 1)

  {

    for(i = 0; i < n; i++)

      scanf("%d",&m[i]), m[i]--;

    for(res = 1, i = 0; i < n; i++)

    {

      if (m[i] == i) continue;
В переменной len вычисляем длину текущего цикла перестановки. 

      for(len = 1; m[i] != i; len++)

        swap(m[i],m[m[i]]);

      res = lcm(res,len);

    }

    printf("%d\n",res);

  }

}
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