Наибольший общий делитель. 
Наименьшее общее кратное
В статье даны определения и свойства наибольшего общего делителя и наименьшего общего кратного, приведены алгоритмы их вычислений. Предложен разбор олимпиадных задач на эту тему.
Каждый из нас в школе изучал, что такое наибольший общий делитель (далее НОД) двух чисел a и b. Конечно же, это наибольшее целое число d, на которое a и b делятся без остатка. Без труда каждый ученик может сказать, например, что НОД(12, 18) = 6. Но что если одно из чисел равно 0? А если a или b отрицательно? Над этим вопросом на школьных уроках, наверное, не каждый из нас задумывался. Для того чтобы ответить на поставленные вопросы, приведем определение – что же такое наибольший общий делитель.
Определение 1. Наибольшим общим делителем (далее НОД) двух целых чисел a и b, одновременно не равных нулю, называется такое наибольшее целое число d, на которое a и b делятся без остатка. Этот факт обозначается так: d = НОД(a, b). Если оба числа равны нулю, то положим НОД(0, 0) = 0.

Исходя из определения, имеют место следующие равенства:

НОД(a, b) = НОД(b, a),

НОД(a, b) = НОД(-a, b)

НОД(a, 0) = |a|

Почему, скажете вы, НОД(-12, 18) равен 6, а не -6? Ведь и -12, и 18 делятся нацело на 6 и на -6. Ответ прост: ведь НОД – это же наибольший общий делитель, а число 6 больше -6.
С понятием наибольшего общего делителя тесно связано понятие наименьшего общего кратного.
Определение 2. Наименьшим общим кратным (далее НОК) двух целых чисел a и b называется наименьшее положительное целое число, кратное как a, так и b.

Основная теорема арифметики утверждает, что любое натуральное число n можно представить в виде произведения простых чисел: 
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Такое разложение натурального числа называется каноническим. Из него следует, что если a = 
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, то
НОД(a, b) = 
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НОК(a, b) = 
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Пример 1. Рассмотрим числа a = 24 и b = 18. Разложим их на простые множители: 24 = 23 * 3, 18 = 2 * 32. Следовательно 

НОД(24, 18) = 2min(3,1) * 3min(1,2) = 21 * 31 = 6,

НОК(24, 18) = 2max(3,1) * 3max(1,2) = 23 * 32 = 8 * 9 = 72

Именно такой метод, с использованием канонического разложения чисел, мы изучали в школе для нахождения НОД и НОК. Однако этот метод не эффективен для реализации алгоритмов их вычисления.
Рассмотрим следующий очевидный факт. Если НОД(a, b) = d, то a и b делятся на d. Следовательно, их разница a – b также делится на d. Имеет место следующее рекуррентное соотношение для вычисления НОД:

НОД(a, b) = 
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Пример 2. Пусть a = 32, b = 12. Тогда

НОД(32, 12) = НОД(32 – 12, 12) = НОД(20, 12) = НОД(20 – 12, 12) = НОД(8, 12) =

НОД(8, 12 – 8) = НОД(8, 4) = НОД(8 – 4, 4) = НОД(4, 4) = НОД(4 – 4, 4) = НОД(0, 4) = 4

Приведенный метод вычисления не является оптимальным. Например, для нахождения НОД(1000000, 2) следует выполнить 500000 операций вычитания. Для ускорения вычисления НОД операцию вычитания заменим операцией взятия остатка от деления:

НОД(a, b) = 
[image: image7.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

³

=

=

b

a

a

b

a

b

a

b

b

a

a

b

b

a

),

mod

,

НОД(

),

,

mod

НОД(

0

,

0

,


Пример 3. Пусть a = 78, b = 14. Тогда

НОД(78, 14) = НОД(78 mod 14, 14) = НОД(8, 14) = НОД(8, 14 mod 8) = НОД(8, 6) =

НОД(8 mod 6, 6) = НОД(2, 6) = НОД(2, 6 mod 2) = НОД(2, 0) = 2

Упростим приведенную выше рекуррентность, сократив количество условий до двух:

НОД(a, b) = 
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Если a < b, то НОД(a, b) = НОД(b, a mod b) = НОД(b, a), то есть аргументы функции переставляются. При последующих вызовах функции НОД первый аргумент всегда больше второго. Нулем может стать только второй аргумент b.

Пример 4. Пусть a = 14, b = 78. Тогда

НОД(14, 78) = НОД(78, 14) = НОД(14, 8) = НОД(8, 6) = НОД(6, 2) = НОД(2, 0) = 2

Реализуем на языке программирования Си функцию gcd (Greatest Common Divisor) вычисления НОД, используя последнюю рекуррентность. Знак % в Си обозначает операцию взятия остатка от деления.
int gcd(int a, int b)

{

  if (b == 0) return a;

  return gcd(b, a % b);

}
Напомним, что условный оператор в Си имеет следующий синтаксис:

if (<условное выражение >) <выражение 1>; else <выражение 2>;

Если <условное выражение> истинно, то выполняется <выражение 1>, иначе выполняется <выражение 2>.

Тернарный условный оператор имеет синтаксис:

<условное выражение > ? <выражение 1> : <выражение 2>;

и семантически немного отличается от оператора if..then..else. Если <условное выражение> истинно, то оператор возвращает значение, которое возвращает <выражение 1>, иначе возвращается значение выражения <выражение 2>.

Используя тернарный оператор, функцию gcd можно записать следующим образом:

int gcd(int a, int b)

{

  return (!b) ? a : gcd(b, a % b);

}
Теорема. Между НОД и НОК двух чисел имеет место соотношение:

a * b = НОД(a, b) * НОК(a, b)

Функция lcm (Lowest Common Multiple) вычисления НОК имеет вид:

int lcm(int a, int b)

{

  return a / gcd(a, b) * b;

}

Заметим, что при вычислении выражения a * b / gcd(a, b) может возникнуть переполнение, а при a / gcd(a, b) * b нет. Здесь подразумевается, что значения a, b и lcm(a, b) лежат в границах типа int.

Далее рассмотрим разбор некоторых олимпиадных задач, решение которых связано с НОД или НОК.

1. Простое деление [Вальядолид, 10407].  При делении числа n на d получается частное q и остаток r. При этом q – максимально возможное целое, для которого qd  n, а r = n – qd. Для любого множества целых чисел {a1, …, ak} всегда существует такое целое d, что числа ai mod d равны.

Вход. Каждая строка является отдельным тестом и содержит последовательность целых чисел a1, …, ak, заканчивающуюся нулем. Последний ноль не принадлежит самой последовательности. Последовательность содержит не менее 3 и не более 1000 чисел. Не все числа в последовательности равны между собой. Признаком конца входных данных является строка с одним нулем.

Выход. Для каждой входной последовательности a1, …, ak вывести максимальное d, для которого при делении ai на d будут получаться равные остатки.

	Пример входа
	Пример выхода

	701 1059 1417 2312 0
	179

	14 23 17 32 122 0
	3

	14 -22 17 -31 -124 0
	3

	0
	


Решение. Из условия задачи следует, что

a1 = d * r1 + rest
a2 = d * r2 + rest
…

ak = d * rk + rest
Поскольку d максимально , то НОД(r1, r2, …, rn) = 1. Далее имеем:

a2 – a1 = d * (r2 – r1)

a3 – a2 = d * (r3 – r2)

…

ak – ak-1 = d * (rk – rk-1)

Откуда d – наибольшее целое, которое делит a2 – a1, a3 – a2, …, ak – ak-1. То есть

d = НОД(|a2 – a1|, |a3 – a2|, …, |ak – ak-1|).

Реализация. Основной цикл программы состоит в чтении последовательности чисел {a1, …, ak} и последовательном вычислении значения НОД(|a2 – a1|, |a3 – a2|, …, |ak – ak-1|).

#include <stdio.h> 

#include <math.h> 

int a, b, res;

int gcd(int a, int b) { ... } // код функции  gcd приведен выше

void main(void)

{

  while (scanf("%d %d", &a, &b), a) 

  {

    res = abs(a - b); a = b;

    while(scanf("%d", &b), b) 

    {

      res = gcd(res, abs(a - b));

      a = b;

    }

    printf("%d\n", res);

  }

}
2. Монетный завод [Вальядолид, 10717].  Канадский королевский завод производит столы, ножки которых составляют из монет. Каждый стол имеет четыре ножки, каждая ножка состоит из монет одного типа. Разные ножки состоят из разных типов монет. Например, одна ножка может состоять из четвертушек, другая – из десяток, третья – из одноцентовых, а четвертая – из двухцентовых монет. Имеется конечное количество типов монет. Количество монет каждого типа неограниченно. Известна толщина каждого типа монет. Необходимо определить максимально возможную высоту стола, не большую заданной величины и минимально возможную высоту стола, не меньшую заданной.

Вход. Состоит из нескольких тестов. Первая строка каждого теста содержит количество доступных номиналов монет n (4  n  50) и количество столов T (1  T  10), которое следует сделать. Следующие n строк характеризуют толщину имеющихся номиналов монет. Далее идут T строк, описывающие желаемые высоты столов, которые следует сконструировать. Последний тест содержит n =  T = 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждой желаемой высоты стола вывести максимально возможную высоту стола, не большую желаемой и минимально возможную высоту стола, не меньшую желаемой.

	Пример входа
	Пример выхода

	4 2
	800 1200

	50
	2000 2000

	100
	

	200
	

	400
	

	1000
	

	2000
	

	0 0
	


Решение. Если a, b, c, d – толщины четырех типов монет, то минимально возможная высота стола, который можно сделать, равна h = НОК(a, b, c, d). Обозначим через low максимально возможную высоту стола, не большую желаемой величины Height. Тогда low должно делиться на h и быть максимально возможным значением, не большим Height. Отсюда 

low = 
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Если вычисленное low равно Height (что возможно в случае, когда Height делится на h без остатка), то минимально возможная высота стола more, не меньшая Height, также равна Height. Иначе она равна low + h.

Остается перебрать все возможные четверки толщин номиналов монет и вычислить максимум среди всевозможных low и минимум среди всевозможных more.

Пример. Рассмотрим набор монет из первого теста, желаемая высота стола равна 1000. Имея 4 типа монет с толщинами 50, 100, 200, 400, можно конструировать столы, высоты которых кратны НОК(50, 100, 200, 400) = 400. Искомые высоты столов, которые можно сделать, соответственно равны 800 и 1200.

Реализация. Для решения задачи достаточно использовать целочисленный тип int. Поскольку на вход подается несколько тестов, читаем в цикле входные значения n и t, а также значения номиналов монет текущего теста в массив coins.

while(scanf("%d %d",&n,&t),n + t)

{

  for(i = 0; i < n; i++) scanf("%d",&coins[i]);

Для каждой прочитанной желаемой высоты стола Height применяем описанный выше алгоритм. Обозначим через Less максимум среди всевозможных low, а через  Greater – минимум среди всевозможных more. Проинициализируем их.

  while(t--)

  {

    scanf("%d",&Height);

    Greater = 0x7FFFFFFF;

    Less = 0;

Перебираем все возможные четверки номиналов монет x1 < x2< x3 < x4 (номиналы монет хранятся соответственно в coins[x1], coins[x2], coins[x3], coins[x4]). 

    for(x1 = 0; x1 < n - 3; x1++)

    for(x2 = x1 + 1; x2 < n - 2; x2++)

    for(x3 = x2 + 1; x3 < n - 1; x3++)

    for(x4 = x3 + 1; x4 < n; x4++)

    {

Вычисляем НОК толщин монет h = НОК(coins[x1], coins[x2], coins[x3], coins[x4]).

      h = coins[x1] * coins[x2] / gcd(coins[x1],coins[x2]);

      h = h / gcd(h,coins[x3]) * coins[x3];

      h = h / gcd(h,coins[x4]) * coins[x4];

Для каждой четверки номиналов пересчитываем значения Less и Greater.

      low = Height / h * h;

      if (low > Less) Less = low;

      if (low != Height) low += h;

      if (low < Greater) Greater = low;

    }

Выводим результат:

        printf("%d %d\n",Less,Greater);

      }

}

3. НОК нескольких чисел. Имеются n целых чисел: a1, a2, …, an. Необходимо вычислить их наименьшее общее кратное.

Вход. Первая строка содержит натуральное число n < 1000. Вторая строка содержит n натуральных чисел a1, a2, …, an, каждое из которых не больше 2 * 109.

Выход. НОК(a1, a2, …, an).

	Пример входа
	Пример выхода

	5
	1080

	2 8 27 24 30
	


Решение. Задачу можно решить последовательным вычислением res1, res2, …, resn, где

res1 = a1,
zi = НОК(zi-1, ai), i = 2, 3, ..., n
Поскольку начиная с некоторого индекса p значения zi (i > p) выйдут за границы типа int (или __int64), то при вычислении НОК (с использованием функции lcm) необходимо реализовать длинное деление и умножение. Так как НОК вычисляется при помощи НОД, то следует также реализовать операцию вычисления модуля на длинных числах.
Покажем, как вычислить res = НОК(a1, a2, …, an), реализовав на длинных числах только операцию умножения. Для этого переберем все пары (ai, aj), для каждой пары вычислим d = НОД(ai, aj), после чего разделим aj на d. Осталось вычислить произведение оставшихся ai, которое и равно большому числу res. Поскольку ai по условию задачи помещаются в тип int, то для вычисления НОД(ai, aj) достаточно использовать этот же целочисленный тип.
Пример. Рассмотрим работу алгоритма на примере, приведенном в условии задачи.
	состояние массива а
	пояснение

	2 8 27 24 30
	начальное состояние массива

	2 4 27 12 15
	Значения aj поделены на НОД(2, aj), 
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	2 4 27  3 15
	Значения aj поделены на НОД(4, aj), 
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	2 4 27  1  5
	Значения aj поделены на НОД(27, aj), 
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	2 4 27  1  5
	Значения aj поделены на НОД(1, aj), 
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Произведение чисел в массиве а равно НОК(2, 8, 27, 24, 30) = 2 * 4 * 27 * 1 * 5 = 1080.

Реализация. Читаем входные данные, числа a1, a2, …, an заносим в целочисленный массив a.

scanf("%d",&n);

for(i = 0; i < n; i++) scanf("%d",&a[i]);

Перебираем все пары (ai, aj), делим aj на НОД(ai, aj).
for(i = 0; i < n - 1; i++)

for(j = i + 1; j < n; j++)

  a[j] /= gcd(a[i],a[j]);

Вычисляем и выводим произведение чисел, содержащихся в массиве a. Оно равно НОК исходных чисел ai. Здесь мы не будем реализовывать умножение больших чисел. Считаем, что для хранения произведения чисел массива a достаточно использовать переменную типа int.
res = 1;

for(i = 0; i < n; i++) res *= a[i];

printf("%d\n",res);

4. Лунатик. Президент банка ночью перекладывает содержимое n сейфов, в которых клиенты хранят ценности. Известно, что каждую ночь содержимое сейфов перекладывается одним и тем же образом. Процесс перекладывания характеризуется последовательностью из n чисел: a1, …, an, где ai – номер сейфа, куда каждую ночь перекладывается содержимое i - го сейфа. Определить, через какое наименьшее количество суток все ценности снова будут находиться на своих местах.

Вход. Каждая строка является отдельным тестом и содержит числа n, a1, …, an (
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Выход. Для каждого теста вывести наименьшее количество суток, через которое все ценности снова окажутся на своих местах.

	Пример входа
	Пример выхода

	4 2 3 1 4
	3

	6 1 3 2 4 6 5
	2

	10 6 8 3 4 1 2 10 9 5 7
	6


Решение. Последовательность a1, …, an является перестановкой чисел от 1 до n. Результатом будет НОК длин циклов перестановки.

Пример. Перестановка в третьем тесте раскладывается на циклы: (6, 2, 8, 9, 5, 1)(3)(4)(10, 7). НОК длин ее циклов равен НОК(6, 1, 1, 2) = 6.

Реализация. Для удобства входную перестановку чисел считываем в массив а, начиная с индекса 0, а не 1. Для этого из каждого ai вычтем единицу, и далее будем работать с массивом a1 – 1, a2 – 1, …, an – 1. 
Задача свелась к нахождению длин циклов перестановки и вычислению их НОК, значение которого согласно ограничениям на входные данные может быть большим числом. Если воспользоваться результатом задачи 3 (НОК нескольких чисел), то эту задачу можно решить, реализовав из длинной арифметики только умножение чисел. 

Ниже приведена упрощенная реализация, в которой считается, что ответ задачи помещается в целочисленный тип int.
#include <stdio.h>
int i, j, n, res, len;

int a[100];

void main(void)

{

  while(scanf("%d",&n) == 1)

  {

    for(i = 0; i < n; i++)

      scanf("%d",&a[i]), a[i]--;

    for(res = 1, i = 0; i < n; i++)

    {

      if (a[i] == i) continue;
В переменной len вычисляем длину текущего цикла перестановки. 

      for(len = 1; a[i] != i; len++)

        swap(a[i],a[a[i]]);

      res = lcm(res,len);

    }

    printf("%d\n",res);

  }

}
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