АЛГОРИТМ ДЕЙКСТРИ ТА ЙОГО РЕАЛІЗАЦІЯ ЗАСОБАМИ STL
Описується алгоритм розв’язку задачі пошуку найкоротшого шляху з одного джерела до інших вершин графу, відомий як алгоритм Дейкстри. Наводиться реалізація алгоритму за допомогою масивів, STL контейнерів – черги з пріоритетами priority_queue, множини set, а також з використанням операцій над кучею push_heap та pop_heap.

Задача. Нехай в країні G є множина міст (позначимо цю множину як V), та множина доріг, яка сполучає пари міст (позначимо їх як E). Не факт, що кожна пара міст сполучена дорогою. Іноді для того щоб дістатися з одного міста в інший, слід відвідати декілька транзитних міст. Усі дороги мають довжину.  В  країні G є місто-столиця s. Необхідно знайти усі найкоротші шляхи зі столиці до усіх інших міст.

Наведемо математичне формулювання цієї задачі:

Нехай G = (V, E) – орієнтований граф, кожне ребро якого помічено невід’ємним числом (вага ребра). Помітимо деяку вершину s і назвемо її джерелом. Знайти найкоротші шляхи від джерела s до усіх інших вершин графа G.
Ця задача має назву “Пошук найкоротших шляхів з одним джерелом”.  
Будь-яка частина найкоротшого шляху є у свою чергу найкоротшим шляхом. Ця властивість дозволяє для розв’язку задачі застосувати динамічне програмування. 

Метод динамічного програмування застосовується до задач, які знаходяться у певній множині типових задач; деякі задачі цієї множини є простими та мають простий розв’язок, а також існує можливість знаходити розв’язки нових задач, базуючись на існуючих. Так в нашому випадку задача “знайти найкоротший шлях з A в B” є однією із задач вигляду “знайти найкоротший шлях із A в X”. Одна із цих задач має очевидний розв’язок “знайти найкоротший шлях із A в A” – нікуди йти не треба, довжина найкоротшого шляху дорівнює 0. Залишилося знайти спосіб покроково розширяти множину розв’язаних задач вказаного типу.

Про задачі, які розв’язуються за допомогою динамічного програмування, говорять, що вони мають оптимальну підструктуру та розпадаються на множину підзадач що перекриваються.  Оптимальність підструктури означає, що оптимальний розв’язок підзадач меншого розміру може бути використано для розв’язку усієї задачі.  Як правило, при розв’язку таких задач спочатку обирається множина параметрів, по яким ведеться обчислення. Зв’язок між параметрами та підзадачами встановлюється за допомогою рекурентних співвідношень. В процесі обробки підзадач використовується запам’ятовування їх проміжних результатів (як правило, за допомогою масивів).
Наша задача про найкоротші шляхи має необхідну властивість оптимальності для підзадач.
Лема. Нехай G = (V, E) – зважений орієнтований граф з ваговою функцією w: E  R+. Якщо p = (v1, v2, …, vk) – найкоротший шлях із v1 у vk та 1  i  j  k, то pij = (vi, vi+1, …, vj) є найкоротшим шляхом з vi в vj. 

Позначимо через (u, v) величину найкоротшого шляху між вершинами u та v. Вагу ребра між вершинами x та y будемо позначати w(x, y).

Наслідок. Розглянемо найкоротший шлях p з s до v. Нехай u  v – останнє ребро цього шляху. Тоді (s, v) = (s, u) + w(u, v).

Лема. Нехай G = (V, E) – зважений орієнтований граф з ваговою функцією w: E  R+. Нехай s  V. Тоді для всякого ребра (u, v)  E має місце нерівність:

(s, v)  (s, u) + w(u, v)

Для розв’язку задачі про найкоротший шлях з одним джерелом скористаємося жадним алгоритмом Дейкстри. Принцип жадного вибору тут є оправданим, оскільки послідовність локально оптимальних виборів дає глобально оптимальний розв’язок.

Алгоритм Дейкстри будує множину S вершин, для яких найкоротші шляхи від джерела вже відомі. На кожному кроці до множини S додається та з вершин v, відстань до якої від джерела не більша, ніж до інших вершин. Таке додавання вершини v як раз і характеризує принцип жадного вибору. Після додання v до S найкоротша відстань від джерела до v вже ніколи не покращиться, тому встановлюємо used[v] = 1.Оскільки ваги дуг невід’ємні, то найкоротший шлях від джерела до конкретної вершини із множини S буде проходити лише через вершини з S. Такий шлях будемо називати особливим. На кожному кроці алгоритму використовується масив d, в який записуються довжини найкоротших особливих шляхів для кожної вершини. Коли множина S буде містити усі вершини графу (для усіх вершин будуть знайдені особливі шляхи), тоді масив d буде містити довжини найкоротших шляхів від джерела до кожної вершини.
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Вхід. Перший рядок містить кількість вершин n в графі та номер вершини – джерела s. Кожний наступний рядок описує орієнтоване ребро графа та містить номери вершин, які воно сполучає, а також його вагу. Вершини графа нумеруються числами від 1 до n.
Вихід. Для кожної вершини v графу вивести рядок
From source s to destination v distance is dist

Тут dist – найкоротша відстань від джерела s до вершини v. Рядки слід виводити в порядку зростання номерів вершин v.
	Приклад входу
	Приклад виходу

	6 4
	From source 4 to destination 1 distance is 5

	1 2 9
	From source 4 to destination 2 distance is 14

	1 5 2
	From source 4 to destination 3 distance is 15

	2 3 1
	From source 4 to destination 4 distance is 0

	2 4 8
	From source 4 to destination 5 distance is 7

	3 6 3
	From source 4 to destination 6 distance is 14

	4 1 5
	

	4 3 16
	

	5 4 4
	

	5 6 7
	

	6 4 5
	


Граф, наведений в тестовому прикладі, має вигляд:

Реалізація алгоритму Дейкстри за допомогою масивів
Вважаємо, що вершини графа G помічені цілими числами, серед яких виділено джерело. Елемент матриці m[i][j] містить вагу ребра (i, j). Якщо ребра (i, j) не існує, то m[i][j] покладемо рівним максимальному числу. Покладемо used[i] = 1, якщо вершина i вже увійшла до множини S. Вершина з номером source є джерелом. 
#include <stdio.h> 

#include <memory.h> 

#define MAX 100

#define INF 2100000000

int i,j,n,source;

int b,e,dist,v;

int m[MAX][MAX],used[MAX],d[MAX];

// Ініціалізація масивів, які використовуються в алгоритмі.

void Init(void)

{

  memset(m,63,sizeof(m));

  memset(used,0,sizeof(used));

  memset(d,63,sizeof(d)); d[source] = 0; 

}

// Релаксація ребра (i, j).

void Relax(int i, int j)

{

  if (d[j] > d[i] + m[i][j]) d[j] = d[i] + m[i][j];

}

// Пошук номера ще невикористаної вершини з 

// найменшою відстанню від джерела (значенням d[i]).

int Find_Min(void)

{

  int i,v,min = INF / 2;

  for(i=1;i<=n;i++)

    if (!used[i] && d[i] < min) min = d[i], v = i;

  return v;

}
int main(void) 

{ 

Ініціюємо масиви, читаємо дані вхідного графу. Спочатку відстані від вершини source до будь-якої іншої покладемо рівною плюс нескінченності. При цьому d[source] = 0, оскільки відстань від source до source дорівнює нулю. Спочатку множина S складається з однієї вершини source.

  scanf("%d %d",&n,&source);

  Init();

  while(scanf("%d %d %d",&b,&e,&dist) == 3) m[b][e] = dist;
Виконуємо n – 1 цикл. На кожній ітерації до множини S додається вершина v, відстань до якої від джерела не більша, ніж до інших ще не включених у S вершин. Здійснюємо релаксацію усіх ребер, які виходять із вершини v. Довжина найкоротшої відстані від джерела до v вже ніколи не покращиться, тому додаємо v до S та встановлюємо used[v] = 1.
  for(i = 1; i < n; i++)

  {

    v = Find_Min();

    for(j = 1; j <= n; j++)

      if (!used[j]) Relax(v,j);

    used[v] = 1;

  }
Виводимо результат. Комірка d[i] містить найкоротшу відстань від вершини source до i.

  for(i = 1; i <= n; i++)

      printf("From source %d to destination %d distance is %d\n", 

              source, i, d[i]); 

  return 0;
}
Приклад. Розглянемо граф, наведений у тестовому прикладі. Вершина 4 є джерелом. Ініціюємо S = {}. Для кожного значення k покладемо d[k] рівним максимальному натуральному числу. При цьому d[4] = 0, оскільки відстань від вершини до неї самої дорівнює 0.

На першій ітерації знаходимо найменше значення серед d[i], де і – вершина, яка ще не увійшла до S. min{ d[1], d[2], d[3], d[4], d[5], d[6] } = d[4] = 0. Першою до множини S буде включена вершина 4. Перераховуємо значення d[i] для усіх i  V \ S = {1, 2, 3, 5, 6}:
d[1] = min( d[1], d[4] + m[4][1] ) = min(+ , 0 + 5)  = 5;
d[2] = min( d[2], d[4] + m[4][2] ) = min(+ , 0 + )  = +;
d[3] = min( d[3], d[4] + m[4][3] ) = min(+ , 0 + 16)  = 16;
d[5] = min( d[5], d[4] + m[4][5] ) = min(+ , 0 + )  = +;
d[6] = min( d[6], d[4] + m[4][6] ) = min(+ , 0 +  )  = +;
Розглянемо другу ітерацію. Шукаємо мінімум серед d[i], де і  S: min{ d[1], d[2], d[3], d[5], d[6] } = d[1] = 5. Другою до множини S буде включена вершина 1, тобто S = {1, 4}. Перерахуємо значення d[i] для усіх i  V \ S = {2, 3, 5, 6}:

d[2] = min( d[2], d[1] + m[1][2] ) = min(+ , 5 + 9)  = 14;
d[3] = min( d[3], d[1] + m[1][3] ) = min(16, 5 + )  = 16;
d[5] = min( d[5], d[1] + m[1][5] ) = min(+ , 5 + 2)  = 7;
d[6] = min( d[6], d[1] + m[1][6] ) = min(+ , 5 +  )  = +;
Результат виконання усіх ітерацій наведено в таблиці. Вершина v, яка обирається і додається до S на кожному кроці, виділена та підкреслена. Значення d[i], для яких i  S, виділені курсивом.

	ітерація
	S
	d[1]
	d[2]
	d[3]
	d[4]
	d[5]
	d[6]

	початок
	{}
	+ 
	+ 
	+ 
	0
	+ 
	+ 

	1
	{4}
	5
	+ 
	16
	0
	+ 
	+ 

	2
	{1, 4}
	5
	14
	16
	0
	7
	+ 

	3
	{1, 4, 5}
	5
	14
	16
	0
	7
	14

	4
	{1, 4, 5, 6}
	5
	14
	16
	0
	7
	14

	5
	{1, 2, 4, 5, 6}
	5
	14
	15
	0
	7
	14


Ітеративний процес алгоритму Дейкстри
Далі розглянемо реалізацію алгоритму Дейкстри за допомогою різних контейнерів та функцій, описаних у бібліотеці шаблонів STL. 
STL (Standart Template Library) – це набір шаблонів функцій та класів у мові С++, що включають в себе різні контейнери даних (список, черга, множина, відображення, хеш таблиця, черга з пріоритетами) та базові алгоритми (сортування, пошук). Історію появи та основні поняття бібліотеки шаблонів можна знайти, наприклад, у Вікіпедії: http://en.wikipedia.org/wiki/Standard_Template_Library. Детальний опис STL можна знайти на сторінці http://www.sgi.com/tech/stl.
Реалізація алгоритму Дейкстри за допомогою черги з пріоритетами

Реалізуємо алгоритм Дейкстри за допомогою черги з пріоритетами. Ця структура даних підтримується бібліотекою шаблонів STL і називається priority_queue. Вона дозволяє зберігати пари (ключ, значення) та достатньо швидко виконувати дві операції:

· вставка елемента із зазначеним пріоритетом;
· вилучення елементу з найбільшим пріоритетом;
Об’явимо чергу з пріоритетами pq, елементами якої будуть пари (distance, node), де distance – відстань від джерела до вершини node. При вставці елементів в голові черги завжди буде знаходитися пара (distance, node) з найменшим значенням distance. Таким чином, номер невикористаної вершини, відстань до якої від джерела є найменшою, доступний як pq.top().second.
#include <cstdio>

#include <queue>

#define MAX 10000

using namespace std;

priority_queue<pair<int,int>, vector<pair<int,int> >, 

               greater<pair<int,int> > > pq; //(distance,node)

vector<vector<int> > m(MAX, vector<int> (MAX));

vector<int> dist(MAX, 0x3FFFFFFF);

int n,src;

int main(void)

{

  int i,a,b,d;

  scanf("%d %d", &n, &src);

  while(scanf("%d %d %d", &a, &b, &d) == 3) m[a][b] = d;

  pq.push(make_pair(0,src)); dist[src] = 0;

  while(!pq.empty())

  {

    pair<int,int> s = pq.top();pq.pop();

    for(i = 1; i <= n; i++)

      if (m[s.second][i] && (dist[i] > dist[s.second] + m[s.second][i]))

        dist[i] = dist[s.second] + m[s.second][i],

        pq.push(make_pair(dist[i],i));

  }

  for(i = 1; i <= n; i++)

    printf("From source %d to destination %d distance is %d\n", 

            src, i, dist[i]);

  return 0;
}

Реалізація алгоритму Дейкстри за допомогою множини
Промоделюємо чергу з пріоритетами за допомогою множини set<pair<int,int> > s. Його елементами є пари, другий елемент яких містить номер вершини i, а перший – поточну оптимальну відстань від джерела до вершини i (значення d[i]). Перевага такого зберігання даних полягає в тому, що елементи множини s завжди відсортовані по першій компоненті пари. Тобто пара з вершиною, що додається кожен раз до множини S, знаходиться нагорі s і доступна як *s.begin().

#include <cstdio> 

#include <set> 

#include <memory> 

#define MAX 10000

#define INF 0x3F3F3F3F

using namespace std;

typedef pair<int, int> ii;

int i, v, n, dist, source, b, e;

int m[MAX][MAX], d[MAX];

set<ii> s;

int main(void) 

{ 

  scanf("%d %d", &n, &source);

  memset(m, 63, sizeof(m));

  while(scanf("%d %d %d", &b, &e, &dist) == 3) m[b][e] = dist;

  memset(d, 0x3F, sizeof(d)); d[source] = 0; 

  s.insert(ii(0,source));

Тіло циклу while виконується n разів (n – кількість вершин в графі). На кожній ітерації одна і лише одна вершина заноситься до множини S і прибирається з подальшого розгляду. На останній, n - ій ітерації, жодне ребро не релаксує, а з множини s видаляється інформація про останню вершину.

  while(!s.empty())

  {

    ii top = *s.begin(); s.erase(s.begin());

    v = top.second;

Вершина v додається на поточному кроці до множини S. Здійснимо релаксацію ребер, які ведуть із v. Якщо ребро (v, i)  релаксує, то слід видалити з s пару (d[i], i) та додати (d[v] + m[v][i], i).

    for(i = 1; i <= n; i++)

      if (d[i] > d[v] + m[v][i])

      {

        if (d[i] != INF) s.erase(s.find(ii(d[i],i)));

        d[i] = d[v] + m[v][i];

        s.insert(ii(d[i],i));

      }

  }

  for(i = 1; i <= n; i++)

    printf("From source %d to destination %d distance is %d\n", 

            source, i, d[i]);

  return 0;
}
Реалізація алгоритму Дейкстри за допомогою купи
Чергу з пріоритетами, як відомо, можна реалізувати за допомогою купи. Замість безпосередньої об’яви черги з пріоритетами будемо використовувати вектор пар pq, а при операціях вставки/видалення його елементів скористаємося функціями бібліотеки шаблонів для підтримки основної властивості купи pop_heap та push_heap. Основна властивість купи підтримується на множині елементів від pq[0] до pq[len].
#include <cstdio>

#include <queue>

#include <algorithm>

#define MAX 10000

using namespace std;

vector<pair<int,int> > pq(MAX); //(distance,node)

vector<vector<int> > m(MAX, vector<int> (MAX));

vector<int> dist(MAX,0x3FFFFFFF);

int n, src;

int main(void)

{

  int i, a, b, d, len;

  scanf("%d %d",&n,&src);

  while(scanf("%d %d %d", &a, &b, &d) == 3) m[a][b] = d;

  pq[0] = make_pair(0,src); len = 1; dist[src] = 0;

  while(len)

  {

    pair<int,int> s = pq[0];

    pop_heap(pq.begin(),pq.begin()+len, greater<pair<int,int> >()); len--;

    for(i = 1; i <= n; i++)

      if (m[s.second][i] && (dist[i] > dist[s.second] + m[s.second][i]))

      {

        dist[i] = dist[s.second] + m[s.second][i];

        pq[len] = make_pair(dist[i],i); len++;

        push_heap(pq.begin(),pq.begin()+len,greater<pair<int,int> >());

      }

  }

  for(i = 1; i <= n; i++)

    printf("From source %d to destination %d distance is %d\n", 

           src, i, dist[i]);

  return 0;
}

Часова оцінка роботи алгоритму Дейкстри
При використанні масивів алгоритм пошуку найкоротших шляхів потребує виконання n – 1 ітерацій, в кожній з яких пошук вершини v та релаксація ребер виконується за час O(n). Таким чином, повний час виконання алгоритму складає O(n2).

Для пошуку найкоротших шляхів на розріджених графах доцільно скористатися чергою з пріоритетами. Час виконання алгоритму дорівнює O((|V| + |E|) lg|V|) = O(|E| lg|V|), де |V| = n дорівнює кількості вершин, а |E| – кількість ребер у графі. 
В олімпіадних змаганнях задача пошуку шляхів є дуже поширеною. Наприклад, при розв’язку наступних задач слід реалізувати алгоритм Дейкстри:
[Тянь-Шань] http://acm.tju.edu.cn/toj: 2134 (106 miles to Chicago), 2819 (Travel), 2870 (The K-th City).

[Топкодер] www.topcoder.com:  SRM 241 (AirTravel).
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