Потоки в сетях
Пусть имеется граф G(V, E), в котором выделены две вершины: один исток s и один сток t. Пусть у каждого ребра определена пропускная способность Cij. Рассмотрим алгоритм Эдмондса – Карпа, который находит максимальный поток за время O(VE2). Под потоком будем понимать объем жидкости, который проходит за едиицу времени от истока к стоку по сети труб, каждая из которых обладает определенной пропускной способностью. Данный алгоритм был предложен в 1972 году.
Остаточной пропускной способностью будем называть пропускную способность ребра за вычетом текущего потока вдоль этого ребра. Например, если пропускная способность ребра равна 9, а по нему уже течет поток величиною 3, то, очевидно, что по ребру еще можно пустить поток величины 6. Это значение и называется остаточной пропускной способностью.
Положим изначально значение максимального потока Flow равным нулю. Ищем путь из s в t поиском в ширину. Если такого пути нет, то заканчиваем алгоритм, возвращая значение найденного максимального потока Flow. Иначе по найденному пути пропускаем максимально возможный поток. Для этого ищем в этом пути ребро с наименьшей пропускной способностью w. Пропускаем по пути поток величины w, добавляем w к Flow. Далее следует пересчитать пропускные способности ребер на пути из s в t.

Max_Flow(G, s, t)

Flow = 0;

while(существует путь из s в t, найденный поиском в ширину) do

begin

  ищем в найденном пути ребро с наименьшей пропускной способностью w;

  Flow = Flow + w;

  проводим пересчет пропускных способностей ребер на пути из s в t;

end;

return Flow;

Обозначим через (u, v) величину кратчайшего пути между вершинами u и v.
Лемма. Рассмотрим работу алгоритма Эдмондса – Карпа на сети G = (V, E) с истоком s и стоком t. Для любой вершины v  V / {s, t} расстояние (s, v) в остаточной сети  монотонно неубывает на каждом шаге цикла.
Теорема. Одно и то же ребро может быть критическим O(V) раз. Количество ребер в графе равно 2E с учетом идущих в обратном направлении. Поэтому общее число шагов выполнения цикла не более O(VE). Поиск в ширину на каждой итерации выполняется за O(E). Работа всего алгоритма составит O(VE2).
Алгоритм Диница
Блокирующим называется такой поток, что любой путь из истока в сток содержит насыщенное этим потоком ребро. То есть в сети не найдётся такого пути из истока в сток, вдоль которого можно беспрепятственно увеличить поток. Блокирующий поток не обязательно максимален.
Слоистой (Layered network) называется сеть, в которой вершины разбиты на уровни по расстоянию до начальной вершины и ребра – это те и только те ребра (v, u) из исходной сети, для которых d[v] + 1 = d[u], где d[v] – кратчайшее расстояние от истока до вершины v.
Пример. Рассмотрим граф. 
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Запустим поиск в ширину из вершины 0. Древесные дуги поиска в ширину отметим красным. Возле вершин расставим метки кратчайших расстояний d.
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Соответствующая ему слоистая сеть имеет вид:
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Описание алгоритма

Алгоритм состоит из нескольких фаз. В каждой фазе мы строим остаточную сеть, по отношению к ней строим слоистую сеть, и в ней ищем произвольный блокирующий поток.
Слоистая сеть строится при помощи одного обхода в ширину (для нахождения расстояний от истока до вершин) и удаления всех ребер (v, u), не удовлетворяющих условию dist[v] + 1 = dist[u].

Блокирующий поток строится при помощи серии обходов в глубину. Каждым обходом мы ищем произвольный увеличивающий путь. Особенность в том, чтобы не просматривать все ребра, исходящие из вершины при каждом поиске в глубину, а хранить указатель на последнее ребро, по которому мы еще можем пустить увеличивающий поток. При нахождении насыщенного ребра либо ребра, по которому поток пустить не удастся сдвигаем указатель на следующее ребро в списке ребер текущей вершины.
Алгоритм схож с алгоритмом Эдмондса-Карпа, но основное отличие состоит в том, что на каждой итерации поток увеличивается не вдоль одного кратчайшего  пути, а вдоль целого набора таких путей (ведь именно такими путями и являются пути в блокирующем потоке слоистой сети).

Асимптотика и корректность
Пусть n = |V| – количество вершин, а m = |E| – количество ребер в графе.

Количество фаз алгоритма не превышает n – 1

Рассмотрим расстояние между s и t в некоторой фазе. После того, как в этой фазе был найден блокирующий поток, пути s – t с таким же либо меньшим расстоянием не останется, а значит в следующей фазе расстояние s – t увеличится хотя бы на 1. Максимально возможное расстояние между s и t равняется n – 1, а значит и количество фаз не более n – 1.

Пример Приведем пример графа с n = 4 вершинами, для нахождения максимального потока в котором алгоритмом Диница потребуется n – 1 = 3 фазы.
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1 фаза: блокирующий поток пройдет по пути длины 1: ((1, 4)). Величина потока равна 1.
2 фаза: блокирующий поток пройдет по путям длины 2: ((1, 2), (2, 4)) и ((1, 3), (3, 4)). Величина потока равна 3 + 1 = 4.
3 фаза: блокирующий поток пройдет по пути длины 3: ((1, 2), (2, 3), (3, 4)). Величина потока равна 2.
Максимальный поток равен 1 + 4 + 2 = 7.

Нахождение блокирующего потока за O(VE)

Имеется три возможных варианта реализации поиска блокирующего потока:
1. Ищем пути с истока в сток по одному, пока такие пути существуют. Путь можно найти за O(E) обходом в глубину, а всего таких путей будет O(E) (поскольку каждый путь насыщает как минимум одно ребро). Итоговая асимптотика поиска одного блокирующего потока составит O(E2).

2. Аналогично предыдущей идее, однако удалять в процессе обхода в глубину из графа все “лишние” рёбра, то есть рёбра, вдоль которых не получится дойти до стока. Для этого достаточно удалять ребро после того, как мы просмотрели его в обходе в глубину (кроме того случая, когда мы прошли вдоль ребра и нашли путь до стока). С точки зрения реализации, надо просто поддерживать в списке смежности каждой вершины указатель на первое неудалённое ребро, и увеличивать этот указать в цикле внутри обхода в глубину.
Каждый обход в глубину завершается либо насыщением как минимум одного ребра (если этот обход достиг стока), либо продвижением вперёд как минимум одного указателя (в противном случае). Один запуск обхода в глубину из основной программы работает за O(k + V), где k – число продвижений указателей. Всего запусков обхода в глубину в рамках поиска одного блокирующего потока будет O(p), где p – число рёбер, насыщенных этим блокирующим потоком. Значит весь алгоритм поиска блокирующего потока отработает за O(pk + pV). Учитывая, что все указатели в сумме прошли расстояние O(E), даёт асимптотику O(E + pV). В худшем случае, когда блокирующий поток насыщает все рёбра (p = E), асимптотика получается O(VE). Эта асимптотика будет использоваться далее.

Указанный способ нахождения блокирующего потока чрезвычайно эффективен в том смысле, что на поиск одного увеличивающего пути он тратит O(V) операций в среднем. Именно в этом и кроется разность на целый порядок эффективностей алгоритма Диница и Эдмондса-Карпа (который ищет один увеличивающий путь за O(E)).

3. Можно применить специальные структуры данных – динамические деревья Слетора (Sleator) и Тарьяна (Tarjan)). Тогда каждый блокирующий поток можно найти за время O(ElogV).
Асимптотика всего алгоритма Диница составляет O(V2E), если блокирующий поток искать за время O(VE).
1. Максимальный поток. Найти величину максимального потока в графе между вершинами s и t.

Вход. Первая строка содержит количество вершин n в графе, а также номера вершин s и t. Каждая следующая строка содержит три целых числа u, v и w, описывая ребро (u, v) графа с пропускной способностью w.

Выход. Вывести величину максимального потока в графе между вершинами s и t в формате, представленном ниже. 
	Пример входа
	Пример выхода

	6 0 5
	Maximal Flow is: 17

	0 1 20
	

	1 2 1
	

	2 5 15
	

	0 3 7
	

	3 2 20
	

	1 4 18
	

	4 5 9
	

	3 4 10
	


Граф, представленный в примере, имеет вид:
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Величина максимального потока между вершинами 0 и 5 равна 17. Распределение потока по ребрам представлено ниже. Возле каждого ребра стоит метка “загрузка ребра / пропускная способность ребра”. Ребра, входящие в минимальный разрез, выделены жирным.
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2. Сурок 2 [Вальядолид, 10080]. Имеются n сурков и m нор, заданные уникальными координатами (x, y). Ястреб съест сурка, если тот не спрячется в нору в течение s секунд. Все сурки имеют одинаковую скорость передвижения v. В каждой норе может спрятаться не более одного сурка. Суркам следует разработать стратегию, согласно которой они рассредоточатся по норам. При этом число доступных ястребу сурков через s секунд должно быть минимально. Определить наименьшее число сурков, которое не сможет спрятаться от ястреба.

Вход. Состоит из нескольких тестов. Первая строка каждого теста содержит четыре натуральных числа n, m, s, v. Следующие n строк описывают координаты сурков, за которыми идут m строк с координатами нор. 

Выход. Для каждого теста вывести наименьшее число сурков, которое не сможет спрятаться от ястреба.

	Пример входа
	Пример выхода

	2 2 5 10
	1

	1.0 1.0
	

	2.0 2.0
	

	100.0 100.0
	

	20.0 20.0
	


3. Эйлеров путь [Вальядолид, 10735]. Имеется граф, который имеет как ориентированные, так и неориентированные ребра. Можно ли ориентировать неориентированные ребра так, чтобы полученный граф имел эйлеров цикл?

Вход. Первая строка содержит количество входных тестов T (1  T  20). Каждый тест начинается со строки, содержащей число вершин V (1  V  100) и число ребер E (1  E  500). Вершины пронумерованы числами от 1 до V. Далее следует E строк, описывающих ребра графа. 

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке его номер и количество троек чисел (a, b, m), удовлетворяющих заданным условиям.
	Пример входа
	Пример выхода

	2
	1 3 4 2 5 6 5 4 1

	6 8
	 

	1 3 U
	No euler circuit exist

	1 4 U
	

	2 4 U
	

	2 5 D
	

	3 4 D
	

	4 5 U
	

	5 6 D
	

	5 6 U
	

	4 4
	

	1 2 D
	

	1 4 D
	

	2 3 U
	

	3 4 U
	


УКАЗАНИЯ И РЕШЕНИЯ

1. Максимальный поток. Максимально возможное число вершин в графе храним в MAX. Массив m содержит матрицу смежности, массивы used и parent будут использоваться при поиске в ширину.
#include <cstdio>

#include <memory>

#include <deque>

#include <limits>

using namespace std;

const int MAX = 20;

int m[MAX][MAX];

int used[MAX],parent[MAX];

int source,dest,n;

deque<int> q;

Функция совершает поиск в ширину. Используется очередь q. Одновременно с обходом вершин графа в ширину строится массив parent, для которого parent[i] = j, если из вершины j попали в вершину i. Массив строится для возможности восстановить сам путь из s в t.

void bfs(int v)

{

  int i,First;

  q.push_front(v);

  while(!q.empty())

  {

     First = q[0];

     if (First == dest) return;

     q.pop_front();

     used[First] = 1;

     for(i=0;i<n;i++)

     if ((m[First][i] > 0) && (!used[i]))

     {

         parent[i] = First;

         q.push_back(i);

     }

  }

}

Функция Rebuild совершает пересчет пропускных способностей ребер на пути из s в t. Пропускная способность пути содержится в переменной flow. Если на каком-то шаге parent[k] = -1, то вершина k является начальной. Для каждого ребра (parent[k], k) пути уменьшаем его пропускную способность в прямом направлении и увеличиваем в обратном.

void Rebuild(int k, int flow)

{

  if (parent[k] == -1) return;

  Rebuild(parent[k],flow);

  m[parent[k]][k] -= flow;

  m[k][parent[k]] += flow;

}

Функция min вычисляет минимум двух чисел i и j.
int min(int i, int j)

{

  return (i < j) ? i : j;

}

Функция FindFlow производит поиск максимальной пропускной способности от s к t по пути, найденном поиском в ширину. Она равна наименьшей пропускной способности ребра, входящего в этот путь. Если пути от истока к стоку не существует, функция FindFlow возвращает INT_MAX.

int FindFlow(int k)

{

  int x;

  if (parent[k] == -1) return INT_MAX;

  x = FindFlow(parent[k]);

  return min(x,m[parent[k]][k]);

}

void main(void)

{

  int a, b, c;

  int MaxFlow, flow;

Обнуляем матрицу смежности графа. Читаем входные данные. 

  memset(m,0,sizeof(m));

  scanf("%d %d %d\n",&n,&source,&dest);

  while (scanf("%d %d %d\n",&a,&b,&c) == 3) m[a][b] = c;

Начальное значение максимального потока MaxFlow установим равным нулю. Пока существует путь из s в t, ищем его пропускную способность flow, увеличиваем MaxFlow на это значение и совершаем пересчет пропускных способностей ребер на пути из source в dest.

  MaxFlow = 0;

  while (1)

  {

    q.clear();

    memset(parent,-1,sizeof(parent)); memset(used,0,sizeof(used));

    bfs(source);

    flow = FindFlow(dest); if (flow == INT_MAX) break;

    MaxFlow += flow;

    Rebuild(dest,flow);

  }

Выводим искомое значение максимального потока.

  printf("Maximal Flow is: %d\n",MaxFlow);

}

Следующая реализация является более короткой, однако она использует поиск в глубину, а не в ширину. На некоторых тестах эта реализация может не пройти по времени.
#include <cstdio>

#include <memory>

#define MAX 20

using namespace std;

int m[MAX][MAX], used[MAX];

int source, dest, n;

int aug(int x,int t,int CurFlow) 

{ 

  if (x == t) return CurFlow; 

  if (used[x]++) return 0; 

  for (int Flow, y = 0; y < n; y++) 

  { 

    if (m[x][y] > 0 && (Flow = aug(y,t,min(CurFlow,m[x][y])))) 

    { 

      m[x][y] -= Flow; m[y][x] += Flow; 

      return Flow; 

    } 

  } 

  return 0; 

} 

int main(void)

{

  int a, b, c, MaxFlow, flow;

  memset(m,0,sizeof(m));

  scanf("%d %d %d\n",&n,&source,&dest);

  while (scanf("%d %d %d\n",&a,&b,&c) == 3) m[a][b] = c;

  MaxFlow = 0;

  do

  { 

    memset(used,0,sizeof(used)); 

  } while ((flow = aug(source,dest,0x7FFFFFFF)) && (MaxFlow += flow));

  printf("Maximal Flow is: %d\n",MaxFlow);

  return 0;

}

3. Эйлеров путь. Перенумеруем неориентированные ребра. Построим двудольный граф. Одному множеству вершин соответствуют вершины графа Vi, другому – неориентированные ребра ei. От каждой вершины ei проведем ребра к тем вершинам Vj, к которым они могут быть направлены. Пропускные способности этих ребер ставим равными 1. 

Для существования Эйлерового цикла в ориентированном графе необходимо, чтобы для каждой вершины количество входящих ребер равнялось количеству выходящих. Возле каждой вершины исходного графа в скобках припишем метки mi, равные количеству неориентированных ребер, которые должны входить в эту вершину. 
Например, рассмотрим вершину V2. Из нее выходит 4 ребра, одно из которых ориентированное. Для существования Эйлерового цикла в вершину V2 должно входить 2 ребра и два из нее выходить. То есть два неориентированных ребра необходимо ориентировать так, чтобы они входили в V2. Вершина V3 имеет метку 1, так как только одно из неориентированных ребер должно входить в V3.
В двудольном графе добавим две вершины – исток S и сток D. Каждое ребро может быть ориентировано только в одну сторону, поэтому пропускные способности ребер, соединяющих вершины S и ei, установим равными 1. В вершину Vi должно быть направлено mi ребер, поэтому  пропускные способности ребер, соединяющих вершины Vi и D, установим равными mi.
Ищем максимальный поток в построенном графе между вершинами S и D. Если его величина равна количеству неориентированных ребер, то Эйлеров цикл существует.



СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ЗАДАЧ

[Вальядолид] acm.uva.es/problemset: 

259 (Распределение программ), 10080 (Сурок 2) ,10735 (Эйлеров путь).
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