Остовные деревья
Определение. Для произвольного связного неориентированного графа G = (V, E) каждое дерево (V, T), где T  E, называется стягивающим деревом (каркасом, остовом).

Поиск стягивающего дерева можно совершить при помощи поиска в глубину и в ширину. При этих поисках просматриваются все вершины. Ребро графа будет включено в каркас, если совершается переход по этому ребру от просмотренной до еще непросмотренной вершины при соответствующем поиске.
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Граф и его каркасы, построенные поиском в глубину и в ширину

(начало поиска в вершине 1)

Пусть G(V, E) – связный граф, в котором каждое ребро (u, v) помечено числом w(u, v), которое называется весом (стоимостью) ребра. Стоимость остовного дерева вычисляется как сумма стоимостей всех ребер, которые входят в него.

Задача поиска минимального остовного дерева состоит в нахождении для заданного графа остовного дерева наименьшей стоимости.

Свойства минимального остова

· Минимальный остов уникален, если веса всех рёбер различны. В противном случае может существовать несколько минимальных остовов (конкретные алгоритмы обычно получают один из возможных остовов).

· Минимальный остов является также и остовом с минимальным произведением весов рёбер (доказывается это легко, достаточно заменить веса всех рёбер на их логарифмы).

· Минимальный остов является также и остовом с минимальным весом самого тяжелого ребра (это утверждение следует из справедливости алгоритма Крускала).

· Остов максимального веса ищется аналогично остову минимального веса, достаточно поменять знаки всех рёбер на противоположные и выполнить любой из алгоритм минимального остова.
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Ребра, входящие в минимальный остов, выделены жирным. 

Величина минимального остова равна 1 + 4 + 3 + 2 + 5 = 15.

Алгоритм Крускала
Алгоритм Крускала изначально помещает каждую вершину графа в своё дерево, а затем постепенно объединяет эти деревья, объединяя на каждой итерации два некоторых дерева некоторым ребром. Перед началом выполнения алгоритма все рёбра сортируются по весу (в порядке неубывания). Затем начинается процесс объединения: перебираются все рёбра от первого до последнего (в порядке сортировки), и если у текущего ребра его концы принадлежат разным поддеревьям, то эти поддеревья объединяются, а ребро добавляется к ответу. По окончании перебора всех рёбер все вершины окажутся принадлежащими одному поддереву, и ответ найден.

Простейший алгоритм

Реализуем описанный выше алгоритм. Сортировка рёбер потребует O (E log E) операций. Принадлежность вершины тому или иному поддереву хранится просто с помощью массива mas – в нём для каждой вершины хранится номер дерева, которому она принадлежит. Для каждого ребра за O(1) определяем, принадлежат ли его концы разным деревьям. Объединение двух деревьев осуществляется за O(V) простым проходом по массиву mas. Учитывая, что всего операций объединения будет V – 1, получаем асимптотику O (E log E + V2).

Ребра графа храним в векторе пар g в последовательности вес, вершина1, вершина2.

vector<pair<int,pair<int,int> > > g; // (вес, вершина1, вершина2)

vector<int> mas;

Количество вершин храним в переменной n, а ребер в m. В переменной cost будем находить величину минимального остова. Читаем граф и храним его в виде массива ребер g.

scanf("%d",&n); m = cost = 0;

while(scanf("%d %d %d",&a,&b,&d) == 3)

{

  g.push_back(make_pair(d,make_pair(a,b)));

  m++;

}

Сортируем ребра по неубыванию их длины.

sort(g.begin(),g.end());

Инициализируем массив mas: mas[i] содержит номер дерева, которому принадлежит вершина i. Изначально каждая вершина принадлежит отдельному дереву, поэтому положим mas[i] = i.

mas.assign(n+1,0);

for(i = 1; i <= n; i++) mas[i] = i;

Перебираем ребра графа. Если ребро (a, b) соединяет вершины из разных деревьев, то объединяем эти деревья. Для этого все вершины, имеющие цвет  mas[b], красим в цвет mas[a].

for(i = 0; i < m; i++)

{

  d = g[i].first;

  a = g[i].second.first; b = g[i].second.second;

  if (mas[a] != mas[b])

  {

     cost += d;

     OldColor = mas[b]; NewColor = mas[a];

     for(j = 1; j <= n; j++)

       if (mas[j] == OldColor) mas[j] = NewColor;

  }

}

Выводим ответ.

printf("%d\n",cost);

Реализация алгоритма Крускала при помощи системы непересекающихся множеств

Рассмотрим связный взвешенный граф G = (V, E), V = {1, 2, …, n}. Построение остовного дерева минимальной стоимости начинается с графа T = (V,), состоящего из вершин графа G и не имеющего ребер. Алгоритм Крускала принадлежит классу жадных алгоритмов и напоминает вычисление количества компонент связности. Для хранения данных он использует структуру непересекающихся множеств, а для их обработки – следующие функции:

· Make_Set(v) – создание множества, состоящего из единственной
 вершины v;

· Find_Set(u) – нахождение представителя множества, содержащего вершину u;

· Union(u, v) – объединение множеств, содержащих вершины u и v.

Изначально каждая вершина остова T = (V,) является связной (с самой собой) компонентой. В алгоритме происходит процесс объединения связных компонент, результатом которого является формирование остовного дерева.
Множество ребер E просматривается в порядке возрастания их стоимостей. Если очередное ребро связывает две вершины из разных компонент, то оно добавляется в граф T, иначе – отбрасывается (его добавление приведет к появлению цикла). Построение искомого остовного дерева заканчивается, когда все вершины графа будут принадлежать одной компоненте связности.
MST_Kruskal(G)

T = ;
for каждой вершины v V(G)

     do Make_Set(v);

сортируем ребра из V(E) в неубывающем порядке их весов w;

for каждого ребра (u, v) E (в порядке неубывания веса)

     do if Find_Set(u)  Find_Set(v) then begin T = T  {(u, v)}; Union(u, v); end;

return T;

Рассмотрим программу на Си, реализующую алгоритм Крускала. Массив e содержит ребра графа, каждое из которых содержит номера соединяющих вершин и его вес. Структура непересекающихся множеств моделируется массивом m: m[i] содержит номер вершины, на которую указывает вершина i. Множество состоит из одной вершины i, если m[i] = i.
#include <cstdio>

#include <algorithm>

#include <vector>

#define MAX 100

using namespace std;

int mas[MAX],res;

vector<vector<int> > e;

vector<vector<int> >::iterator iter;

vector<int> temp(3,0);

int Repr(int n)

{

  while (n != mas[n]) n = mas[n];

  return n;  

}

int Union(int x,int y)

{

  int x1 = Repr(x), y1 = Repr(y);

  mas[x1] = y1;

  return (x1 != y1);

}

int lt(vector<int> a, vector<int> b)

{

  return (a[2] < b[2]);

}

int main(void)

{

  int i,n;

  scanf("%d",&n);

  for(i = 1; i <= n; i++) mas[i] = i;

  while(scanf("%d %d %d",&temp[0],&temp[1],&temp[2]) == 3)

    e.push_back(temp);

  sort(e.begin(),e.end(),lt);

  res = 0;

  for(i = 0; i < e.size(); i++)

    if (Union(e[i][0],e[i][1])) res += e[i][2];

  printf("%d\n",res);

  return 0;

}

Алгоритм Прима
Пусть V = {1, 2, …, n} – множество вершин графа G = (V, E). Построим множество U, из которого будет вырастать остовное дерево. Сначала положим U = {1} (остов начинает строиться с первой вершины). На каждом шаге алгоритма находится ребро наименьшей стоимости (u, v) такое, что u U и v V \ U, после чего вершина v переносится из множества V \ U в U. Этот процесс продолжается до тех пор, пока множество U не станет равным V. Через T ниже обозначено множество ребер, входящих в остов.
MST_Prim(G)

T = ;
U = {1};

while U  V do

begin

    находим такое ребро (u, v) наименьшей стоимости, что u U, v  V \ U;

    T = T  {(u, v)};

    U = U  {v};

end;

return T;

Тривиальная реализация

Будем каждый раз искать ребро наименьшей стоимости простым просмотром среди всех возможных вариантов. На что асимптотически потребуется O(m) времени. Суммарная асимптотика алгоритма составит в таком случае O(nm), что в худшем случае есть O(n3).

Массив g содержит матрицу весов графа. Цикл по i продолжается n – 1 раз, на каждой его итерации ко множеству U добавляется одна вершина (p - ая). В цикле по j перебираются вершины из U, в цикле по k – из V \ U. Таким образом ищется ребро (j, k) наименьшей длины len.
#include <stdio.h>

#include <memory.h>

const int MAX = 100;

int g[MAX][MAX], used[MAX];

int n, u, v, w;

int len, dist, p, i, j, k;

void main(void)

{

  int i,n;

  memset(g,0x3F,sizeof(g));

  memset(used,0,sizeof(used));

  scanf("%d",&n);

  while(scanf("%d %d %d",&u,&v,&w) == 3) g[u][v] = g[v][u] = w;

  dist = 0; used[1] = 1;

  for(i = 1; i < n; i++)

  {

    len = 2000000000;

    for(j = 1; j <= n; j++)

    {

      if (!used[j]) continue;

      for(k = 1; k <= n; k++)

      {

        if ((used[k]) || (k == j)) continue;

        if (g[j][k] < len) len = g[j][k], p = k;

      }

    }

    dist += len;

    used[p] = 1;

  }

  printf("%d\n",dist);

}

Случай плотных графов: алгоритм за O(n2)
Для каждой ещё не выбранной вершины будем хранить минимальное ребро, ведущее в уже выбранную вершину. Тогда, чтобы на текущем шаге произвести выбор минимального ребра, надо просто просмотреть эти минимальные рёбра у каждой не выбранной ещё вершины – асимптотика составит O(n).

Но теперь при добавлении в остов очередного ребра и вершины эти указатели надо пересчитывать. Заметим, что эти указатели могут только уменьшаться, то есть у каждой не просмотренной ещё вершины надо либо оставить её указатель без изменения, либо присвоить ему вес ребра в только что добавленную вершину. Асимптотика этой фазы составит O(n).

Таким образом, мы получили вариант алгоритма Прима с асимптотикой O(n2).

В частности, такая реализация особенно удобна для решения евклидовой задачи о минимальном остове: когда даны n точек на плоскости, расстояние между которыми измеряется по стандартной евклидовой метрике, и требуется найти остов минимального веса, соединяющий их все (причём добавлять новые вершины где-либо в других местах запрещается). Эта задача решается описанным здесь алгоритмом за  времени и  памяти, чего не получится добиться алгоритмом Крускала.
Граф храним в матрице смежности g. min_e[i] хранит вес наименьшего допустимого ребра, ведущего в вершину i, а элемент end_e[i] содержит номер вершины, из которой это наименьшее ребро исходит. used[i] = 1 означает, что вершина i уже включена в остов.

vector<vector<int > > g;

vector<int> used, min_e, end_e;

Алгоритм делает n шагов, на каждом из которых выбирает вершину v с наименьшей меткой min_e[v], помечает её used[v] = 1, и затем просматривает все рёбра из этой вершины, пересчитывая их метки.

Читаем входные данные, инициализируем массивы. Изначально остов пуст, поэтому для каждой вершины i положим min_e[i] =  и end_e[i] = -1. Если в графе осутствует ребро между вершинами i и j, то положим g[i][j] = .
scanf("%d",&n);

g.assign(n+1,vector<int>(n+1,INF));

used.assign(n+1,0);

min_e.assign(n+1,INF); end_e.assign(n+1,-1);

while(scanf("%d %d %d",&u,&v,&w) == 3) g[u][v] = g[v][u] = w;

Начнем строить минимальный остов с первой вершины. Положим min_e[1] = 0.
min_e[1] = 0;
Совершим n итераций. 
for (i = 1; i <= n; i++) 

{

Ищем вершину v с наименьшим значением min_e[v]. Вершина v ищется среди еще не включенных в минимальный остов вершин.
  v = -1;

  for (j = 1; j <= n; j++)

    if (!used[j] && (v == -1 || min_e[j] < min_e[v])) v = j;

  if (min_e[v] == INF) 

  {

    printf("No MST!\n");

    return 0;

  }

Отмечаем вершину v пройденной. Включаем в остов ребро (v, end_e[v]). Добавляем к dist его вес.

  used[v] = 1;

  if (end_e[v] != -1) 

    printf("%d %d\n",v,end_e[v]), dist += g[v][end_e[v]];

Пересчитываем метки для всех вершин to, инцидентных с v, и которые еще не включены в остов (для которых used[to] = 0). Если вес ребра (v, to) не меньше значения min_e[to], то метки вершины to не пересчитываются.
  for (to = 1; to <= n; to++)

    if (!used[to] && (g[v][to] < min_e[to])) 

    {

      min_e[to] = g[v][to];

      end_e[to] = v;

    }

}

Выводим ответ – величину минимального остова.

printf("%d\n",dist);

Пример. Промоделируем работу алгоритма Прима в последней реализации на следующем примере.
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Возле каждой вершины v будем ставить метки min_e[v] / end_e[v]. Вершины, уже включенные в остов, будем обозначать зеленым цветом. На очередном шаге в остов включается еще не закрашенная вершина с наименьшим значением min_e[v]. Инициализация:
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Вершина 1 включается в остов. Пересчитываем метки для ребер, исходящих из нее.
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Вершина 2 включается в остов. Пересчитываем метки для ребер, исходящих из нее.
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Вершина 3 включается в остов. Пересчитываем метки для ребер, исходящих из нее.
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Вершина 4 включается в остов. Пересчитываем метки для ребер, исходящих из нее.
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Вершина 5 включается в остов. Пересчитываем метки для ребер, исходящих из нее.
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Вершина 6 включается в остов. Конец алгоритма.
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Пример
Рассмотрим граф:
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Последовательность шагов при построении минимального остовного дерева имеет вид:
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Алгоритм Крускала
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Алгоритм Прима

Матричная формула Кирхгофа
Определение. Матрицей степеней графа G = (V, E) называется матрица D размером n  n  (n = |V|), определенная следующим образом:
Dij = 
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Где через deg(vi) обозначена степень вершины vi.

Теорема. Матричная формула Кирхгофа. Пусть G – связный неориентированный граф с помеченными вершинами. Пусть K = D – C, где C – матрица смежности, а D – матрица степеней графа G. Тогда количество остовных деревьев графа G равно любому из алгебраических дополнений матрицы K.
Свойства матрицы Кирхгофа 

1. Сумма элементов каждой строки (столбца) матрицы Кирхгофа равна нулю.

2. Определитель матрицы Кирхгофа равен нулю.

3. Матрица Кирхгофа симметрична.

4. Все алгебраические дополнения матрицы Кирхгофа равны между собой. Ее значение для простого графа (в котором нет кратных ребер и петель) совпадает с числом всех возможных остовных деревьев.

Пример. Найдем количество остовных деревьев представленного ниже графа.
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Матрица смежности C и матрица степеней D имеют вид:
C = 
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Отсюда 

K = D – C = 
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Вычислим определитель алгебраического дополнения K11:

det(K11) = 
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 = 3 * 5 – 4 – 3 = 8
Таким образом граф имеет 8 остовных деревьев.
Теорема Кели. Количество разных каркасов полного связного неориентированного помеченного графа с n вершинами равно nn-2.
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Граф и его каркасы для n = 3

Доказательство. Матрица смежности C и матрица степеней D имеют вид:

C = 
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Отсюда 

K = D – C = 
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Вычислим определитель алгебраического дополнения K11:

det(K11) = 
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 = 
прибавим к первой строке определителя все остальные, получим в первой строке все единицы  
= 
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прибавим первую строку ко всем остальным строкам, получим определитель треугольного вида

= 
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 = nn-2,

что и требовалось доказать.
Сопротивление в электрической цепи

Пусть Tij – прводимость (обратное число к сопротивлению) проводника между точками i и j. Составим матрицу Кирхгофа T из проводимостей Tij. Tii равно сумме проводимостей проводников, смежных с вершиной i. 
Пусть T(i) – матрица, полученная из T вычеркиванием строки и столбца с номером i. Пусть T(i,j) – матрица, полученная из T вычеркиванием двух строк и столбцов с номерами i и j. Тогда сопротивление Rij между точками i и j электрической цепи равно
Rij = | T(i,j)| / | T(i)|

Пример. Расчитаем сопротивление между точками следующей цепи. Пусть сопротивление резисторов равно a, b, c как показано на присунке.
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Матрица Кирхгофа проводимостей равна T = 
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T(3) = 
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Вычисляем сопротивления:
R12 = | T(1,2)| / T(1) = 
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