Задача о назначениях. Венгерский алгоритм
Постановка задачи

Существуют различные варианты постановки задачи:

1. Дана матрица A размера n * n. Выбрать в каждой её строке по одному числу так, чтобы в любом столбце также было выбрано ровно по одному числу, и при этом сумма выбранных чисел была бы минимальной.
2. Есть n рабочих и n заданий. Для каждого рабочего известно, сколько денег он запросит за выполнение того или иного задания. Каждый рабочий может взять себе только одно задание. Требуется распределить задания по рабочим так, чтобы минимизировать суммарные расходы.

3. Дан полный двудольный граф с n вершинами; каждому ребру приписан некоторый вес. Требуется найти совершенное паросочетание минимального веса.

Редукция матрицы
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Если вычесть из всех ячеек одной строки одно и то же число, то оптималное назначение (решение) не изменится. Также можно вычитать одно число из всех ячеек одного столбца. Такие операции называются редукцией.

Вычитаем из каждой строки ее минимальное значение. То же делаем и для столбцов.
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По результирующей матрице строим двудольный граф. Ребро проводим только если в ячейке матрицы находится 0.
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Если существует совершенное паросочетание, то оно укажет на распределение рабочих по работах.
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Потенциалы
Назовём потенциалом два произвольных массива чисел u[1..n] и v[1..n] таких, что выполняется условие: ui + vj ≤ aij (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n).
Значением потенциала назовем сумму его чисел: f = 
[image: image6.wmf]å

=

n

i

i

u

1

 + 
[image: image7.wmf]å

=

n

i

i

v

1

.

Стоимость оптимального решения sol задачи о назначениях не меньше значения любого потенциала: sol ≥ f.

Числа ui соответствуют строкам, а числа vj столбцам матрицы.


[image: image8.emf]1 4 8 5

2 5 3 9

1 3 2 10

2 6 3 7

1

2

1

2

0 2 1 4 u

i

\ v

j


Значение потенциала f равно 13, что равно оптимальному решению.
Пример
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Редуцируем матрицу. Справа отобразим исходную матрицу с потенциалами.
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Строим двудольный граф (слева) и находим максимальное паросочетание (в центре). 
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Запускаем поиск в глубину изо всех вершин левой доли, не входящих в максимальное паросочетание (справа, в нашем случае dfs(3) ). При поиске в глубину слева направо можно двигаться только по тонким ребрам (не входящим в паросочетание), а справа налево по толстым (входящим в паросочетание). 

Обозначим через X = {2, 3} множество вершин левой доли, достижимых при поиске в глубину, а через Y = {1} множество достижимых вершин правой доли.
Выделим в матрице ячейки, входящие в строки из X и не входящие в колонки из Y.
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Альфа – преобразование

Найдем минимум среди выделенных ячеек. Он равен 1. Вычтем этот минимум изо всех ячеек строк из X и добавим его во все ячейки колонок из Y. Справа отобразим исходную матрицу с новыми потенциалами.
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Строим двудольный граф. Находим максимальное паросочетание. 
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Запускаем поиск в глубину изо всех вершин левой доли, не входящих в максимальное паросочетание ( dfs(3) ).
Достижимое множество вершин левой доли X = {2, 3, 4}.

Достижимое множество вершин правой доли Y = {1, 4}.
Выделим в матрице ячейки, входящие в строки из X и не входящие в колонки из Y.
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Минимум среди выделенных ячеек равен 1. Вычтем его изо всех ячеек строк из X и добавим его во все ячейки колонок из Y. Справа отобразим исходную матрицу с новыми потенциалами.
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Совершенное паросочетание указывает на распределение рабочих по работах. Существует несколько совершенных парасочетаний:
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function: HungarianAlgorithm(Matrix C):
    Copy C into X

    for i from 1 to N:
        subtract elements in row(i) of X with min(row(i))
    for j from 1 to N:
        subtract elements in column(j) of X with min(column(j))
    L = minimum number of lines(horizontal or vertical) to join all 0s in X

    while L != N:
        M = minimum number among the cells that are not crossed by the lines

        Subtract M from all the cells that are not crossed by lines

        Add M to all cells that have intersection of lines

        L = minimum number of lines(horizontal or vertical) to join all 0s in X

    return FindMinCost(X,C)
Решение через максимальный поток 
минимальной стоимости

Построим двудольный граф с истоком S, стоком T, в первой доле находятся n вершин (соответствуют строкам матрицы), во второй доле также находятся n вершин (соответствуют столбцам матрицы). Между каждой вершиной i первой доли и каждой вершиной j второй доли проведём ребро с пропускной способностью 1 и стоимостью Aij. От истока S проведём рёбра ко всем вершинам i первой доли с пропускной способностью 1 и стоимостью 0. От каждой вершины второй доли j к стоку T проведём ребро с пропускной способностью 1 и стоимостью 0.

Найдём в полученной сети максимальный поток минимальной стоимости. Очевидно, величина потока будет равна n. Очевидно, что для каждой вершины i из первой доли найдётся ровно одна вершина j со второй доли такая, что поток Fij = 1. Такое взаимно однозначное соответствие между вершинами первой и второй доли является решением задачи (поскольку найденный поток имеет минимальную стоимость, то сумма стоимостей выбранных рёбер будет наименьшей из возможных, что и является критерием оптимальности).

Асимптотика этого решения задачи о назначениях зависит от того, каким алгоритмом производится поиск максимального потока минимальной стоимости. Асимптотика составит O (n3m) при использовании алгоритма Дейкстры с потенциалами (граф имеет ребра с отрицательными весами) или O (n5) при использовании алгоритма Форда-Беллмана.

ЛИТЕРАТУРА
http://e-maxx.ru/algo/assignment_hungary
https://www.topcoder.com/community/data-science/data-science-tutorials/assignment-problem-and-hungarian-algorithm/
https://www.hackerearth.com/practice/algorithms/graphs/minimum-cost-maximum-flow/practice-problems/algorithm/bruce-and-the-chocolates-9/editorial/
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