ГРУПИ І ЗАДАЧІ НА РОЗФАРБУВАННЯ

Означення. Групою G називається множина елементів з визначеною для кожної пари елементів операцією (яку будемо позначати через *), для якої мають місце наступні властивості:
1) замкненість:  a, b  G a * b G.
2) асоциативність: для всіх a, b, c G a * (b * c) = (a * b) * c
3) існування одиниці: Існує такий елемент e  G, що a * e = e * a = a.

4) існування оберненого елемента: для довільного a  G існує такий елемент b 

 G, що a * b = e.
Означення. Якщо група має скінченну кількість елементів, то вона називається скінченною, а кількість елементів – порядком групи.

Означення. Якщо в групі G для довільних елементів a, b  G має місце рівність a * b = b * a, то група G називається комутативною або абелевою.

Приклади груп:

1. G1 = <{n | n  Z}, + > – множина цілих чисел з операцією додавання.

2. G2 = <{2*n | n  Z}, + > – множина парних цілих чисел з операцією додавання.

3. G3 = <{-1, 1}, * >.

4. G4 = <Zn* , * >, де Zn* – множина усіх натуральних чисел, менших за n та взаємно простих з n.

СУМІЖНІ КЛАСИ

Означення. Нехай H = {e, h1, h2, …, hn-1} – підгрупа групи G. Множина gH = {ge, gh1, gh2, …, ghn-1}, утворена множенням елементів H зліва на елемент g G, називається лівим суміжним класом групи G по підгрупі H.

Теорема. Нехай H – підгрупа групи G. Тоді h  H має місце hH = H.

Доведення. Нехай H = {e, h1, h2, …, hn-1}. Оскільки підгрупа H замкнута, то hk  H hhk H, тобто hH H. З іншого боку hk  H  = ehk = (h h-1) hk = h (h-1 hk) hH (h-1 hk H), звідки H hH. Таким чином h  H hH = H.

Приклад. Розглянемо групу G = <Z11*, *>. Її підгрупою буде H = {3n | n = 
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1,

} = {3, 9, 5, 4, 1}. Виберемо h = 9 та побудуємо лівий суміжний клас hH.

9H = {9 * 3, 9 * 9, 5 * 9, 4 * 9, 1 * 9} = {5, 4, 1, 3, 9} = H.

Теорема. Нехай H – підгрупа групи G. Якщо g1H g2H , то g1H =g2H, де g1, g2 G.

Доведення. Нехай t g1H g2H, тоді h1, h2 H такі що t = g1h1 = g2h2. Розглянемо лівий суміжний клас tH = (g1h1)H = (g2h2)H = g1(h1H) = g2(h2H), звідки g1H = g2H.

Теорема. Нехай H – підгрупа групи G. Тоді g  G |gH| = |H|.

Доведення. Для доведення достатньо показати, що всі елементи в gH різні. Нехай h1 h2 H такі, що gh1 = gh2. Тоді g-1(gh1) = g-1(gh2) або (g-1g)h1 = (g-1g) h2), звідки h1 h2, що суперечить припущенню.

Теорема. Група G розпадається на ліві суміжні класи що неперетинаються по підгрупі H, тобто G = g1H  g2H  …  gsH, де всі g1, g2, …, gs – різні, giH gjH = якщо gi gj.

Доведення. Нехай G = {gk1, gk2, …, gkm}. Очевидно, що G = gk1H  gk2H  …  gkmH. Знищивши з цієї рівності співпадаючі ліві суміжні класи, знаходимо шуканий розклад групи: G = g1H  g2H  …  gsH.

Приклад. Розглянемо групу G = Z11* та її підгрупу H = {3n | n = 
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} = {3, 9, 5, 4, 1}. Якщо побудувати всі можливі ліві суміжні класи hH, h  Z11*, то можна помітити що

H = 3H = 4H = 5H = 9H = {3, 9, 5, 4, 1},

2H = 6H = 7H = 8H = 10H = {6, 7, 10, 8, 2}

Звідси можна записати, що група G розпадається на ліві суміжні класи H та 2H, або 5H та 10H:

G = H  2H або G = 5H  10H
Теорема. Кількість генераторів циклічної групи G = {g, g2, g3, …, gn = e} дорівнює (n).

Доведення. Нехай r  {1, 2, …, n – 1}, НСД(r, n) = 1. Якщо припустити, що настане (gr)k = grk = e для деякого k < n, то r * k = n * t для деякого t, бо n – порядок g. Оскідьки НСД(r, n) = 1, то n ділить k, що суперечить нерівності k < n. Отже |gr| = n.

Нехай НСД(r, n) = s > 1, тобто r = s * p, n = s * q, де НСД(p, q) = 1. Тоді (gr)q = (gsp)q = gspq = (gsq)p = (gn)p = ep = e і порядок |gr| = q < n.

Теорема Лагранжа. Порядок скінченної групи G кратний порядку довільної із її підгруп H:

|G| = |H| * |G : H|,

де |G : H| – ціле число, яке називається індексом підгрупи H в групі G.

Доведення. G = g1H  g2H  …  gsH, де всі g1, g2, …, gs – різні, giH gjH = якщо gi gj. Тоді |G| = |g1H| + |g2H| + … + |gsH| = s * |H|, звідки |G : H| = s.

СИМЕТРИЧНА ГРУПА ПІДСТАНОВОК

Нехай S – скінченна множина з m елементів. 

Означення. Множина усіх взаємно однозначних відображень множини S на себе називається симетричною групою Sm степеня m. 

Припустимо далі, що S складається з елементів {1, 2, …, m}. Кожне выдображення : S  S називається підстановкою або перестановкою і записується

= 
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де i= (i) – образ елемента i.

Означення. Добутком підстановок називається композиція відображень ()(i) = ((i)).

Наприклад, для підстановок  = 
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 маємо: 

 = 
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Приклад показує, що симетрична група Sm не є абелевою (некомутативна).

Перестановкою, оберненою до = 
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-1 = 
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для якої вірна рівність -1 = -1  = e.

Далі замість = 
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 будемо писати = (, ,… , m).

Означення. Підстановка , яка замінює елементи i1, i2, …, ik так що (i1) = i2, (i2) = i3, …, (ik) = i1, називається циклом довжини k та позначається (i1, i2, …, ik).

Означення. Два цикли називаються незалежними, якщо вони не містять спільних елементів.

Теорема. Кожну підстановку можна розкласти єдиним чином у добуток незалежних циклів.
Наприклад, перестановку (3, 2, 4, 5, 1, 6) можна розкласти у вигляді (1, 3, 4, 5)(2)(6), а перестановку (3, 2, 1, 5, 4, 6) – у вигляді (1, 3)(2)(4, 5)(6).

ЦИКЛОВИЙ ІНДЕКС ГРУПИ

Нехай G – група, що діє на множині S = {1, 2, …, m}. Розглянемо розклад g  G на незалежні цикли

g = 
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 = (b1)(b2)…(bk1) (bi1)(bi2)…(bk2) … (bj1)(bj2)…(bkm), де

k1 – кількість циклів довжини 1,

k2 – кількість циклів довжини 2,

...

km – кількість циклів довжини m.

Набір (k1, k2, …, km) називається характеристикою елемента g, де 1 * k1 + 2 * k2 + … + m * km = m.

Означення. Цикловим індексом Z(G, x1, …, xm) групи G, яка діє на множині S, називається поліном від змінних x1, …, xm, що визначається формулою

Z(G, x1, …, xm) = 
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де (k1, k2, …, km) – характеристики елемента g.

Приклад. Розглянемо рівносторонній трикутник, який обертається навколо свого центру в своїй площині. Введемо групу перестановок вершин трикутника G = {e, a, a2}, де 

e = (1, 2, 3) – тотожня перестановка,

a = (2, 3, 1) – поворот за годинниковою стрілкою на 120.

a2 = (3, 1, 2) – поворот за годинниковою стрілкою на 240.


Група має 3 елементи, побудуємо характеристику для кожного з них:

e = (1)(2)(3), має характеристику (3, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image13.wmf]3
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a = (231), має характеристику (0, 0, 1). Відповідає доданок x3.

a2 = (312), має характеристику (0, 0, 1). Відповідає доданок x3.

Цикловий індекс групи має вигляд:

Z(G, x1, x2, x3) = 
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок вершин куба, які можуть бути отримані його обертаннями. Куб має 8 вершин.

Існує 24 обертання куба, які можна розбити на 5 частин:

1. тотожнє e = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8), має характеристику (8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image16.wmf]8
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2. три повороти на 180 навколо прямих, що сполучають центри протилежних граней. 


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (3, 4, 1, 2, 7, 8, 5, 6) = (1, 3)(2, 4)(5, 7)(6, 8), що має характеристику (0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
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. Усі три повороти мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 3
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3. шість поворотів на 90 навколо прямих, що сполучають центри протилежних граней.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (4, 1, 2, 3, 8, 5, 6, 7) = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8), що має характеристику (0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image19.wmf]2
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. Усі шість поворотів мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 6
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4. шість поворотів на 180 навколо прямих, що сполучають середини протилежних ребер.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (2, 1, 5, 6, 3, 4, 8, 7) = (1, 2)(3, 5)(4, 6)(7, 8), що має характеристику (0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image21.wmf]4
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. Усі шість поворотів мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 6
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5. вісім поворотів на 120 навколо прямих, що сполучають протилежні вершини.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (1, 5, 6, 2, 4, 8, 7, 3) = (1)(7)(2, 5, 4)(3, 6, 8), що має характеристику (2, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
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. Усі вісім поворотів мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 8
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Просумувавши доданки, отримаємо цикловий індекс групи

Z = 
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок ребер куба, які можуть бути отримані його обертаннями. Куб має 12 ребер. Цикловий індекс групи дорівнює

Z = 
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок граней куба, які можуть бути отримані його обертаннями. Куб має 6 граней. Цикловий індекс групи дорівнює

Z = 
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ТЕОРЕМА ПОЙА

Позначимо через w(r) вагу елемента r  R (R – деяка скінченна множина).
Теорема Пойа. Кількість класів еквівалентності групи G дорівнює

Z(G, 
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Якщо ваги отримати рівними 1, то кількість класів еквівалентності дорівнюватиме

Z(G, |R|, |R|, |R|, … )

Приклад. Вершини рівностороннього трикутника можна пофарбувати у два кольори: білий та чорний. Два трикутники вважаються різними, якщо їх не можна сумістити поворотом. Скільки різних трикутників можна отримати?

Цикловий індекс групи поворотів трикутника дорівнює

Z(G, x1, x2, x3) = 
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В нашому випадку множиною R є множина кольорів {w, b}. Нехай білий колір має вагу w, а чорний – b. Тоді кількість класів еквівалентності дорівнює

Z(G, w + b, w2 + b2, w3 + b3) = 
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((w + b)3 + 2 (w3 + b3)) = w3 + w2b + wb2 + b3.

Кожний із 4 доданків характеризує клас еквівалентності:

w3 – три вершини пофарбовано у білий колір;

w2b – дві вершини пофарбовано у білий колір, одна – у чорний;

wb2 – одну вершину пофарбовано у білий колір, дві – у чорний;

b3 – три вершини пофарбовано у чорний колір;

Обравши усі ваги рівними 1, отримаємо: |R| = 2 (кількість кольорів). Кількість класів еквівалентності дорівнює

Z(G, 2, 2, 2) = 
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Приклад. Скількома способами можна пофарбувати куб двома кольорами так, щоб 4 грані будо пофарбовано у червоний колір, а 2 – у синій. Два куби вважаються однаково пофарбованими, якщо їх можна сумістити поворотами.

Цикловий індекс групи обертань для граней куба дорівнює

Z = 
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R = {r, b}. Кількість класів еквівалентності дорівнює

Z = 
[image: image55.wmf]24
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((r + b)6 + 3(r + b)2(r2 + b2)2 + 6(r + b)2(r4 + b4) + 6(r2 + b2)3 + 8(r3 + b3)2)

Пофарбуванню 4 граней у червоний, а 2 у синій відповідає доданок при r4b2. Коефіцієнт при ньому дорівнює

(15 + 9 + 6 + 18 + 0) / 24 = 2

Отже пофарбування можна здійснити 2 способами.

Приклад. Скількома способами можна пофарбувати грані куба n фарбами? Два пофарбовані куби вважаються різними, якщо їх не можна сумістити поворотами.

Цикловий індекс групи обертань для граней куба дорівнює

Z = 
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Підставимо |R| = n (маємо n фарб):

Z(G, n, n, n, n, n, n) = 
[image: image62.wmf]24
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(n6 + 3n2n2 + 6n2n + 6n3 + 8n2) = 
[image: image63.wmf]24
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Приклад. Скількома способами можна пофарбувати вершини куба n фарбами? Два пофарбовані куби вважаються різними, якщо їх не можна сумістити поворотами.

Цикловий індекс групи обертань для граней куба дорівнює

Z = 
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Підставимо |R| = n (маємо n фарб):

Z(G, n, n, n, n, n, n) = 
[image: image69.wmf]24

1

(n8 + 9n4 + 6n2 + 8n2n2) = 
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Приклад. Намисто складається з намистинок трьох кольорів. Намисто повинно містити 5 намистинок. Скільки різних намист можна скласти? Два намиста вважаються різними,  якщо їх не можна сумістити.

Складемо групу поворотів намиста G = (e, a, a2, a3, a4), де 

e  = (1)(2)(3)(4)(5) – тотожнє перетворення, має характеристику (5, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image71.wmf]5

1

x
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a  = (2, 3, 4, 5, 1) – поворот на одну намистинку, має характеристику (0, 0, 0, 0, 1). Повороти a2, a3, a4 мають таку саму характеристику. Цим чотирьом поворотам відповідає доданок 4
[image: image72.wmf]5
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.

Цикловий індекс групи:

Z(G, x1, x2, x3, x4, x5) = 
[image: image73.wmf]5
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Маємо 3 кольори, отже |R| = 3. Кількість різних намист дорівнює

Z(G, 3, 3, 3, 3, 3) = 
[image: image76.wmf]5

1

(35 + 4 * 3) = 51

Приклад. Намисто складається з намистинок k кольорів. Намисто повинно містити p (p – просте число) намистинок. Скільки різних намист можна скласти? Два намиста вважаються різними,  якщо їх не можна сумістити.

Група поворотів намиста має вигляд: G = (e, a, a2, ... , ap-1).

e  = (1)(2)...(p) – тотожнє перетворення, має характеристику (p, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image77.wmf]p
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a  = (2, 3, …, p, 1) – поворот на одну намистинку, має характеристику (0, 0, …0, 1). Повороти a2, …, ap-1 мають таку саму характеристику (оскільки p просте). Цим (p – 1) поворотам відповідає доданок (p – 1)
[image: image78.wmf]p
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.

Цикловий індекс групи:

Z(G, x1, x2, …, xp) = 
[image: image79.wmf]p
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Маємо k кольорів, отже |R| = k. Кількість різних намист дорівнює

Z(G, k, …, k) = 
[image: image82.wmf]p

1

 (kp + (p – 1) * k) 
Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок вершин тетраедра, які можуть бути отримані його обертаннями. Тетраедр має 4 вершини.

Існує 12 обертань тетраедра, які можна розбити на 3 категорії:

1. тотожнє e = (1)(2)(3)(4), має характеристику (4, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image83.wmf]4
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x

.

2. вісім поворотів на 120 навколо прямих, що сполучають вершину та середину протилежної грані.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (3, 1, 2, 4) = (1, 2, 3)(4), що має характеристику (1, 0, 1, 0). Відповідає доданок x1x3. Усі вісім поворотів мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 8x1x3.

3. три повороти на 180 навколо прямих, що проходять через середини протилежних ребер.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (4, 3, 2, 1) = (1, 4)(2, 3), що має характеристику (0, 2, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image84.wmf]2
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. Усі три повороти мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 3
[image: image85.wmf]2
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Просумувавши доданки, отримаємо цикловий індекс групи

Z = 
[image: image86.wmf]12
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок ребер тетраедра, які можуть бути отримані його обертаннями. Тетраедр має 6 ребер. Цикловий індекс групи дорівнює

Z = 
[image: image89.wmf]12
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок граней тетраедра, які можуть бути отримані його обертаннями. Тетраедр має 4 грані. Цикловий індекс групи дорівнює

Z = 
[image: image93.wmf]12
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