РАЗБИЕНИЯ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ
Определение 1. Разбиением натурального числа n называется представление его в виде суммы натуральных слагаемых. 
Пример 1. Перечислим все разбиения числа n = 5:

5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1

При разбиениях порядок следования слагаемых не является важным.
Обозначим через p(n) количество разбиений числа n, а через P(n, m) – количество разбиений числа n на m слагаемых.

	n
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	p(n)
	1
	2
	3
	5
	7
	11
	15
	22
	30
	42


Очевидно, что

p(n) =
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Определение 2. Каждое разбиение числа n на m слагаемых можно рассматривать в качестве решения уравнения

y1 + y2 + … + ym = n, y1  y2  …  ym  1

в натуральных числах.

Теорема 1. Каждое разбиение числа n эквивалентно одному из решений уравнения

x1 + 2x2 + 3x3 + … + nxn = n
в целых числах xi  0. Каждое решение (x1, x2, x3, …, xn) соответствует разбиению, которое содержит x1 единицу, x2 двойки, x3 троек и так далее. Если разбиение числа n содержит в точности m слагаемых, то накладывается условие:
x1 + x2 + x3 + … + xn = m
Пример 2. Рассмотрим уравнение: x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 5. 
Разбиению 5 = 3 + 1 + 1 соответствует решение (x1, x2, x3, x4, x5) = (2, 0, 1, 0, 0).

Разбиению 5 = 3 + 2 соответствует решение (x1, x2, x3, x4, x5) = (0, 1, 1, 0, 0).

Обозначим через p(n, m) количество разбиений числа n, содержащих не более m слагаемых (функция распределения). Очевидно, что 
p(n, m) = 
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, P(n, m) = p(n, m) – p(n, m – 1)
Теорема 2. Если m  n  1, то p(n, m) = p(n), а для n  m  2 имеют место соотношения:
p(n, m) = p(n, m – 1) + p(n – m, m),

p(n, 1) = 1, p(0, m) = 1

Доказательство. Значение p(n, m) равно количеству решений системы
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в целых неотрицательных числах (xi  0). Множество решений разобьем на две части: в первую часть отнесем решения, удовлетворяющие также неравенству x1 + x2 + x3 + … + xn  m (их будет в точности p(n, m – 1)), а во вторую – решения, для которых x1 + x2 + x3 + … + xn = m. Если имеется разбиение числа n на m слагаемых, то вычитая из каждого слагаемого по единице, получим разбиение числа n – m на не более чем m слагаемых. Таким образом, во второй части будет p(n – m, m) решений.
Изучение функции p(n) Леонард Эйлер начал с рассмотрения бесконечного произведения

(1 + x + x2 + … ) (1 + x2 + x4 + … ) … (1 + xk + x2k + …. ) …

Каждый член произведения получается в результате умножения мономов, взятых по одному из каждой скобки. Если в первой скобке взять 
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 и так далее, то их произведение будет равно 
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. Следовательно, после раскрытия скобок получится сумма мономов вида 
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. В этой сумме xn встретится столькими способами, сколькими n можно представить в виде суммы m1 + 2m2 + 3m3 + … . То есть коэффициент при xn равен числу разбиений p(n).
Используя формулу суммы бесконечной геометрической прогрессии, преобразуем выражения в скобках. Результат можно записать так:
p(0) + p(1)x + p(2)x2 + p(3)x3 + … = 
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Эта формула была открыта Эйлером в 1740 году. Ряд, стоящий в левой части, называется производящей функцией последовательности чисел p(0), p(1), p(2), ... .
Пентагональная теорема Эйлера позволяет вычислять значения p(n):
p(n) = p(n – 1) + p(n – 2) – p(n – 5) – p(n – 7) + 
+ p(n – 12) + p(n – 15) + ... +  
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где знаки у пар членов чередуются, вычитаемые в каждой паре скобок являются пятиугольными числами и соответственно равны (3*q2 – q) / 2 и (3*q2 + q) / 2, q = 1, 2, 3, ….

Алгоритм вычисления p(n). Приведем способ вычисления p(n) без использования пентагональной формулы, являющейся эффективней перебора и подсчета всех разбиений. Поскольку p(n, m) равно количеству разбиений числа n, содержащих не более m слагаемых, то количество разбиений p(n) равно p(n, n). При этом p(0, m) = 1 для всех m  0.  Все разбиения числа n на слагаемые, не превосходящие m, разобьем на группы в  зависимости от максимального слагаемого, который обозначим через i. Число p(n, m) равно сумме (по всем i от 1 до m) числа разбиений со слагаемыми, не большими m и максимальным слагаемым, равным i. Разбиение числа n на не более m слагаемых, первый из которых равен i, по сути является разбиением числа n – i на слагаемые, не превосходящие i (при i  m). Получаем соотношение:

[image: image10.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

³

£

-

=

å

=

0

,

1

),

,

(

),

,

(

)

,

(

1

n

n

m

n

n

p

n

m

i

i

n

p

m

n

p

m

i


Следующая программа вычисляет и выводит значения p(n):
#include <stdio.h>

int p(int n,int m)

{

  int sum, i;

  if (!n) return 1;

  if (m > n) m = n;

  for (sum = 0,i = 1; i <= m; i++)

    sum += p(n-i,i);

  return sum;

}

void main(void)

{

  int n;

  for(n = 1; n <= 10; n++)

    printf("%d\n",p(n,n));

}
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