Асимптотические обозначения

Асимптотические обозначения позволяют оценить время работы алгоритма в зависимости от размеров входных данных в пределах, когда этот размер увеличивается до бесконечности, являясь наглядной характеристикой его эффективности. Асимптотически более эффективный алгоритм будет более производительным. Например производительность алгоритма сортировки методом слияний со временем работы 
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 выше производительности алгоритма сортировки вставкой, время работы которого в наихудшем случае составляет O(n2).

О большое. Равенство f(n) = O(g(n)) означает, что найдется такая константа c > 0 и такое число n0, что 0 ≤ f(n) ≤ cg(n) для всех n ≥ n0. Указанное равенство означает, что отношение f(n) / g(n) является ограниченным некоторой константой. O-нотация используется для обозначения асимптотически верхней оценки. Приведенное равенство означает, что f(n) растет медленнее чем g(n)
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Перечислим основные классы сложности, применяемые при анализе алгоритмов:

· f(n) = O(1) константа

· f(n) = O(log(n)) логарифмический рост

· f(n) = O(n) линейный рост

· f(n) = O(n*log(n)) квазилинейный рост

· f(n) = O(nm) = nO(1) полиномиальный рост

· f(n) = O(2n) экспоненциальный рост

Например, рост O(n2) называется квадратическим, а O(n3) кубическим.
Пример. Доказать, что 2n+10 = O(2n). Следует указать такие c, n0 > 0, что 2n+10 ≤ с * 2n выполняется для всех n ≥ n0. последнее неравенство эквивалентно 1024 * 2n ≤ с * 2n или 1024 ≤ с, что выполняется, например, при c = 1024 и n0 = 1.

Пример. Доказать, что 210n ≠ O(2n). Доказательство проведем от противного. Пусть существуют такие c, n0 > 0, что 210n ≤ с*2n. Сокращаем неравенство на 2n: 29n ≤ с, что неверно.

Аналогично, например, можно доказать, что 2n = O(5n) и 5n ≠ O(2n).

Пример. Пусть f(n) = a0 + a1n + a2n2 + … + aknk – многочлен степени k. Тогда f(n) = O(nk).
Для каждого n ≥ 1 имеем: f(n) ≤ |a0| + |a1|n + |a2|n2 + … + |ak|nk ≤ |a0|nk + |a1|nk + |a2|nk + … + |ak|nk = c * nk, где c =  |a0| + |a1| + |a2| + … + |ak|.

Пример. Доказать, что для любого k ≥ 1 nk ≠ O(nk-1). Доказательство проведем от противного. Пусть существуют такие c, n0 > 0, что nk ≤ с*nk-1 Сокращая неравенство на nk-1, получим n ≤ с, что неверно для любого n ≥ n0.
Омега большая. Равенство f(n) = Ω(g(n)) означает, что найдется такая константа c > 0 и такое число n0, что 0 ≤ cg(n) ≤ f(n) для всех n ≥ n0. Ω-нотация используется для обозначения асимптотически нижней оценки. 
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Для любых двух функций свойства f(n) = O(g(n)) и g(n) = Ω(f(n)) равносильны.

Тета обозначение. Равенство f(n) = (g(n)) означает, что найдутся такие c1, c2 > 0 и такое число n0, что 0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n) для всех n ≥ n0.

Если f(n) = (g(n)), то говорят что g(n) является асимптотически точной оценкой для f(n). Отношение  симметрично, то есть если f(n) = (g(n)), то g(n) = (f(n)). Из определения следует, что
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, где с – некоторая ненулевая константа

[image: image5.png]f(n) =0(gn)




Пример. n + log2n = (n), так как для всех n > 1: n < n + log2n < 2n.

Пример. Докажем, что 
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. Следует указать такие положительные константы с1, с2 и число n0, чтобы неравенство 
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 выполнялось для всех n ≥ n0. Разделим неравенство на n2: 
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. Для выполнения второго неравенства достаточно положить 
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, а в качестве n0 можно выбрать любое натуральное число. Первое неравенство будет выполнено, если например взять n0 = 7 и c1 = 1/14. 
Пример. Доказать, что max(f(n), g(n)) = (f(n) + g(n)). Для каждого натурального n имеет место: max(f(n), g(n)) ≤ f(n) + g(n), а также 2max(f(n), g(n)) ≥ f(n) + g(n). Из последнего неравенства следует, что max(f(n), g(n)) ≥ (f(n) + g(n)) / 2. Таким образом

(f(n) + g(n)) / 2 ≤ max(f(n), g(n)) ≤ f(n) + g(n) для всех n ≥ 1

Отсюда следует, что max(f(n), g(n)) = (f(n) + g(n)), где n0 = 1, c1 = 1/2, c2 = 1.

Теорема. Равенство f(n) = (g(n)) выполняется тогда и только тогда, когда f(n) = O(g(n)) и f(n) = Ω(g(n)).
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Пример. Из равенства an2 + bn + c = (n2) следует, что an2 + bn + c = O(n2) и an2 + bn + c = Ω(n2).

o маленькое. Равенство f(n) = o(g(n)) означает, что для всякого положительного ε > 0 найдется такое n0, что 0 ≤ f(n) ≤ εg(n) для всех n ≥ n0. Из определения следует, что
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Пример. 2n = o(n2), но 2n2 ≠ o(n2). Это следует из того, что 
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Пример. n1000 = o(2n), так как 
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Можно провести такую параллель: отношения между функциями f и g подобны отношениям между числами a и b:

· f(n) = O(g(n)) эквивалентно a ≤ b;

· f(n) = o(g(n)) эквивалентно a < b;

· f(n) = Ω(g(n)) эквивалентно a ≥ b;

· f(n) = (g(n)) эквивалентно a = b;

Эта параллель условна. Если для чисел всегда можно сказать выполняется ли a ≤ b или a ≥ b, то существуют функции, для которых не выполняется ни f(n) = O(g(n)), ни g(n) = O(f(n)). Например, для f(n) = n, g(n) = n1+sin(n) (показатель степени g(n) постоянно меняется от 0 до 2).
Пример. log n! = (nlogn).

Верхняя граница. log n! = log 1 + log 2 + … + log n ≤ log n + log n + … + log n = n log n. Следовательно log n! = O(nlogn).

Нижняя граница. log n! = log 1 + log 2 + … + log n ≥ log(n/2) + log(n/2 + 1) + … + log(n) (удалили первую половину слагаемых) ≥ log(n/2) + log(n/2) + … + log(n/2) = 
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Лемма. 
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 при n ≥ 4.

Доказательство. При n ≥ 4 имеют место следующие неравенства: 
log n ≥ 2, 
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Используя лемму, получим: 

log n! ≥ 
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Откуда log n! = Ω(nlogn).
Из соотношений 
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 ≤ log n! ≤ n log n получим log n! = (nlogn).
Лемма. Для любого c > 0 log n = O(nc).

Пример. n0.9999 log n = O(n). Согласно лемме, например для c = 0.0001, имеет место равенство log n = O(n0.0001). Следовательно n0.9999 log n = O(n0.9999) * O(n0.0001) = O(n).
Формула Стирлинга утверждает, что n! = 
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Следствия:

· n! = o(nn), 2n =  o(n!). 

· lg(n!) = O(nlgn), nlgn = O(lg(n!))

Справедлива также следующая оценка:
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Асимптотика многочленов. Пусть f(n) = a0 + a1n + a2n2 + … + adnd – многочлен степени d, причем ad > 0. Тогда:

· f(n) = O(nk) при k ≥ d;

· f(n) = o(nk) при k > d;

Основная теорема о рекуррентных оценках. Пусть a ≥ 1 и b > 1 – константы, f(n) – функция, T(n) определено при неотрицательных n формулой
T(n) = aT(n/b) + f(n),

где под n/b понимается либо 
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. Тогда:
1. Если f(n) = 
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 для некоторого ε > 0, то T(n) = 
[image: image31.wmf](

)

a

b

n

O

log


2. Если f(n) = 
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3. Если f(n) = 
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 для некоторого ε > 0 и если af(n/b) ≤ cf(n) для некоторой константы c < 1 и достаточно больших n, то T(n) = 
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Пример. Рассмотрим соотношение T(n) = 9T(n/3) + n. Имеем: a = 9, b = 3, f(n) = n, 
[image: image36.wmf]a

b

n

log

 = 
[image: image37.wmf]9

log

3

n

 = (n2). Поскольку f(n) = 
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 для ε = 1, то из первого утверждения теоремы следует что T(n) = 
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Пример. Рассмотрим соотношение T(n) = T(2n/3) + 1. Имеем: a = 1, b = 3/2, f(n) = 1, 
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 = (1). Поскольку f(n) = 
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, то из второго утверждения теоремы следует что T(n) = 
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Пример. Рассмотрим соотношение T(n) = 3T(n/4) + nlog2n. Имеем: a = 3, b = 4, f(n) = nlog2n, 
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. Зазор ε ≈ 0.2 есть, остается проверить условие регулярности. Для достаточно большого n имеем: af(n/b) = 3(n/4) log2(n/4) ≤ 3/4nlog2n = cf(n) для c = 3/4. По третьему утверждению теоремы T(n) = (nlog2n).
Решение рекуррентностей
Решить следующие рекуррентности:

1. f(1) = 1, f(n) = 3 * f(n – 1) + 2 при n  2.

2. f(1) = 8, f(n) = 3 * f(n – 1) – 15 при n  2.

3. f(1) = 3, f(n) = f(n – 1) + 2n – 3 при n  2.

4. f(1) = 1, f(n) = 2 * f(n – 1) + n – 1 при n  2.

5. f(1) = 5, f(n) = 2 * f(n – 1) + 3n + 1 при n  2.

6. f(1) = 1, f(n) = 2 * f(n/2) + 6n – 1 при n  2, n – степень 2.

7. f(1) = 4, f(n) = 2 * f(n/2) + 3n + 2 при n  2, n – степень 2.

8. f(1) = 1, f(n) = 6 * f(n/6) + 2n + 3 при n  2, n – степень 6.

9. f(1) = 3, f(n) = 2 * f(n/6) + 3n – 1 при n  2, n – степень 6.

10. f(1) = 3, f(n) = 4 * f(n/3) + 2n – 1 при n  2, n – степень 3.

11. f(1) = 2, f(n) = 4 * f(n/3) + 3n – 5 при n  2, n – степень 3.

12. f(1) = 1, f(n) = 3 * f(n/2) + n2 – n при n  2, n – степень 2.

13. f(1) = 4, f(n) = 3 * f(n/2) + n2 – 2n + 1 при n  2, n – степень 2.

14. f(1) = 1, f(n) = 3 * f(n/2) + n – 2 при n  2, n – степень 2.

15. f(1) = 1, f(n) = 3 * f(n/2) + 5n – 7 при n  2, n – степень 2.

16. f(1) = 1, f(n) = 4 * f(n/3) + n2 при n  2, n – степень 3.

17. f(1) = 1, f(n) = 4 * f(n/3) + n2 –7n + 5 при n  2, n – степень 3.

18. f(1) = 1, f(n) = f(n/4) + 
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 + 1 при n  2, n – степень 4.

Общая формула

Вывести общие формулы для следующих рекуррентностей (a, b, c, d – числа):

1. f(n) = 
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2. f(n) = 
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3. f(n) = 
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РЕШЕНИЯ
Решение рекуррентностей можно свершить по следующей схеме:

1. Проведем несколько итераций f(n) (3 – 4 итерации).

2. По внешнему виду формулы посля 3 – 4 итераций угадываем общую формулу f(n), которая зависит от i - го шага итерации. Доказываем ее методом математической индукции.

3. Пусть в правой части имеем слагаемое f(<выражение>). Вместо i подставляем такое значение, зависящее от n, для которого <выражение> = k (если мы имеем условие f(k) = d для некоторых целых k и d).

4. Упрощаем выражение. Используем формулу суммы конечной геометрической прогрессии:

1 + q + q2 + … + qn =
[image: image51.wmf]q
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Приведем ряд формул с логарифмами:

Основное свойство логарифма: 
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Переход к другому основанию: logab = 
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Обращение логарифма: logab = 
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Важным является следующее преобразование:

a
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Рекуррентность 1

Шаг 1. f(n) = 3f(n – 1) + 2 = 3( 3f(n – 2) + 2) + 2 = 9f(n – 2) + 2 * 3 + 2 = 

9( 3f(n – 3) + 2) + 2 * 3 + 2 = 27f(n – 3) + 2 * 9 + 2 * 3 + 2 = 33f(n – 3) + 2 (32 + 31 + 30 ).
Шаг 2. Допустим, что f(n) = 3i f(n – i) + 2 
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. Доказательство формулы методом метематической индукции оставляем читателю.

Шаг 3. Под знаком функции в правой части стоит n – i. Мы имем условие: f(1) = 1. Значит n – i = 1, окуда i = n – 1. 

Шаг 4. Подставляем i = n – 1 в формулу:

f(n) = 3n-1 f(1) + 2 
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 = 3n-1 + 2 * 
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 = 3n-1 + 3n-1 – 1 = 2 * 3n-1 – 1.

Ответ: f(n) = 2 * 3n-1 – 1.

Рекуррентность 5

Шаг 1. f(n) = 2 * f(n – 1) + 3n + 1 = 2(2 * f(n – 2) + 3(n – 1) + 1) + 3n + 1 = 4f(n – 2) + 6(n – 1) + 2 + 3n + 1 = 4(2 * f(n – 3) + 3(n – 2) + 1)  + 6(n – 1) + 2 + 3n + 1 = 8f(n – 3) + 12(n – 2) + 4  + 6(n – 1) + 2 + 3n + 1 = 8f(n – 3) + 3n (4 + 2 + 1) – 3 (2 * 1 + 4 * 2) + 4 + 2 + 1 = 

23f(n – 3) + 3n (22 + 21 + 20) – 3 (21 * 1 + 22 * 2) + 22 + 21 + 20.

Шаг 2. Допустим, что f(n) = 2i f(n – i) + 3n 
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. Доказательство формулы методом метематической индукции оставляем читателю.

Шаг 3. Под знаком функции в правой части стоит n – i. Мы имем условие: f(1) = 5. Значит n – i = 1, окуда i = n – 1. 

Шаг 4. Подставляем i = n – 1 в формулу:

f(n) = 2n-1 f(1) + (3n + 1) 
[image: image67.wmf]å
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2n-1 f(1) + (3n + 1) 
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 – 3 ( (n – 3) 2n-1 + 2) = 
5 * 2n-1 + 10 * 2n-1 – 3n – 7 = 15 * 2n-1 – 3n – 7
Ответ: f(n) =  15 * 2n-1 – 3n – 7.

Пример. Вычислим сумму Sn = 
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Имеем: Sn + (n + 1)2n+1 = 
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Рекуррентность 10

Шаг 1. f(n) = 4f(n / 3) + 2n – 1 = 4( 4f(n / 9) + 2 (n / 3) – 1) + 2n – 1 = 

16f(n / 9) + (8n / 3 – 4) + (2n – 1) = 16( 4f(n / 27) + 2 (n / 9) – 1) + (8n / 3 – 4) +

(2n – 1) = 64 f(n / 27) + (32n / 9 – 16) + (8n / 3 – 4) + (2n – 1) =

64 f(n / 27) + 2n (16 / 9 + 4 / 3 + 1 / 1) – (16 + 4 + 1) =

43 f(n / 33) + 2n ( (4 / 3)2 + (4 / 3)1 + (4 / 3)0) – (42 + 41 + 40).

Шаг 2.  Допустим, что f(n) = 4i f(n / 3i) + 2n 
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Шаг 3.  Начальное условиее: f(1) = 3. Решаем уравнение: n / 3i = 1, откуда i = log3n.

Шаг 4. Подставляем i = log3n в формулу:

f(n) = 4
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Ответ: f(n) = 
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Проверка. Вычислим значение f(9). Из рекуррентной формулы: f(9) = 4f(3) + 18 – 1 = 4( 4f(1) + 6 – 1) + 17 = 16 f(1) + 20 + 17 = 16 * 3 + 37 = 48 + 37 = 85.

По явной формуле: f(9) = 
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