РОЗВ’ЯЗОК РЕКУРЕНТНОСТЕЙ

Розв’язати наступні рекурентності:

1. f(1) = 1, f(n) = 3 * f(n – 1) + 2 при n  2.

2. f(1) = 8, f(n) = 3 * f(n – 1) – 15 при n  2.

3. f(1) = 3, f(n) = f(n – 1) + 2n – 3 при n  2.

4. f(1) = 1, f(n) = 2 * f(n – 1) + n – 1 при n  2.

5. f(1) = 5, f(n) = 2 * f(n – 1) + 3n + 1 при n  2.

6. f(1) = 1, f(n) = 2 * f(n/2) + 6n – 1 при n  2, n – степінь 2.

7. f(1) = 4, f(n) = 2 * f(n/2) + 3n + 2 при n  2, n – степінь 2.

8. f(1) = 1, f(n) = 6 * f(n/6) + 2n + 3 при n  2, n – степінь 6.

9. f(1) = 3, f(n) = 2 * f(n/6) + 3n – 1 при n  2, n – степінь 6.

10. f(1) = 3, f(n) = 4 * f(n/3) + 2n – 1 при n  2, n – степінь 3.

11. f(1) = 2, f(n) = 4 * f(n/3) + 3n – 5 при n  2, n – степінь 3.

12. f(1) = 1, f(n) = 3 * f(n/2) + n2 – n при n  2, n – степінь 2.

13. f(1) = 4, f(n) = 3 * f(n/2) + n2 – 2n + 1 при n  2, n – степінь 2.

14. f(1) = 1, f(n) = 3 * f(n/2) + n – 2 при n  2, n – степінь 2.

15. f(1) = 1, f(n) = 3 * f(n/2) + 5n – 7 при n  2, n – степінь 2.

16. f(1) = 1, f(n) = 4 * f(n/3) + n2 при n  2, n – степінь 3.

17. f(1) = 1, f(n) = 4 * f(n/3) + n2 –7n + 5 при n  2, n – степінь 3.

18. f(1) = 1, f(n) = f(n/4) + 
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 + 1 при n  2, n – степінь 4.

Загальна формула

Вивести загальні формули для наступних рекурентностей (a, b, c, d – числа):

1. f(n) = 
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2. f(n) = 
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3. f(n) = 
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РОЗВ’ЯЗКИ
Розв’язок рекурентностей можна робити за наступною схемою:

1. Проведемо декілька ітерацій f(n) (3 – 4 ітерації).

2. За зовнішнім виглядом формули після 3 - 4 ітерації вгадуємо загальну формулу f(n), яка залежить від i – кроку ітерації. Доводимо її методом математичної індукції.

3. Нехай у правій частині маємо доданок f(<вираз>). Замість i підставляємо таке значення, що залежить від n, для якого <вираз> = k (якщо ми маємо умову f(k) = d для деяких цілих k та d).

4. Спрощуємо вираз. Використовуємо формулу суми скінченної геометричної прогресії:

1 + q + q2 + … + qn =
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Наведемо ряд формул з логарифмами:

Основна властивість логарифму: 
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Перехід до іншої основи: logab = 
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Обертання логарифму: logab = 
[image: image8.wmf]a

b

b

b

log

log

 = 
[image: image9.wmf]a

b

log

1

 (3)

Важливим є наступне перетворення:

a
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Рекурентність 1

Крок 1. f(n) = 3f(n – 1) + 2 = 3( 3f(n – 2) + 2) + 2 = 9f(n – 2) + 2 * 3 + 2 = 

9( 3f(n – 3) + 2) + 2 * 3 + 2 = 27f(n – 3) + 2 * 9 + 2 * 3 + 2

Крок 2. Припускаємо, що f(n) = 3i f(n – i) + 2 
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. Доведення формули методом метематичної індукції залишимо читачеві.

Крок 3. Під знаком функції у правій частині стоїть n – i. Ми маємо умову: f(1) = 1. Отже n – i = 1, звідки i = n – 1. 
Крок 4. Підставляємо i = n – 1 у формулу:
f(n) = 3n-1 f(1) + 2 
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 = 3n-1 + 3n-1 – 1 = 2 * 3n-1 – 1.
Відповідь: f(n) = 2 * 3n-1 – 1.

Рекурентність 10

Крок 1. f(n) = 4f(n / 3) + 2n – 1 = 4( 4f(n / 9) + 2 (n / 3) – 1) + 2n – 1 = 

16f(n / 9) + (8n / 3 – 4) + (2n – 1) = 16( 4f(n / 27) + 2 (n / 9) – 1) + (8n / 3 – 4) + 

(2n – 1) = 64 f(n / 27) + (32n / 9 – 16) + (8n / 3 – 4) + (2n – 1) = 

64 f(n / 27) + 2n (16 / 9 + 4 / 3 + 2 / 1) – (16 + 4 + 1). 

Крок 2.  Припускаємо, що f(n) = 4i f(n / 3i) + 2n 
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Крок 3.  Розв’язуємо рівняння: n / 3i = 1, звідки i = log3n.

Крок 4. Підставляємо i = log3n у формулу:
f(n) = 4
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Відповідь: f(n) = 
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Перевірка. Обчислимо значення f(9). За рекурентністю: f(9) = 4f(3) + 18 – 1 = 4( 4f(1) + 6 – 1) + 17 = 16 f(1) + 20 + 17 = 16 * 3 + 37 = 48 + 37 = 85.

За явною формулою: f(9) = 
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