ДЕКОМПОЗИЦИЯ ЛИНДОНА
Пусть x = x1x2…xn – линейная строка. Обозначим через C(x) строковую петлю, образованную из x сочленением ее самого левого элемента x1 с самым правым xn.
j-ым циклическим сдвигом строки x является строка Rj(x) = xj+1 xj+2…xnx1x2…xj. Из условия следует, что R0(x) = x.
Пример. Пусть x = abcd. Тогда слово x имеет 5 разлличных сдвигов (вращений):

R0(x) = abcd, R1(x) = bcda, R2(x) = cdab, R3(x) = dabc
Сдвиги содержат подстроки, которые не являются подстроками исходной строки. Например, dab является подстрокой R2(x), но не подстрокой x. Для сохранения всех циклических сдвигов строки x на практике обычно сохраняют строку x2.
Подстрокой петли C(x) называется подстрока любого сдвига строки x, или то же самое что подстрока длины не более n строки x2.
Канонической формой строковой петли C(x) на упорядоченном алфавите называется лексикографически наименьший циклический сдвиг Rj(x) строки x. То есть Rj(x) ≤ Ri(x) для всех 
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Пример. Канонической формой петли x = abaabc будет R2(x) = aabcab.

Определение. Пусть строка x представима в виде x = ur, где u = x1x2…xp. Число p незывается периодом, а число r порядком (показателем степени) строковой последовательности x. Префикс x1x2…xp называется образующей подстрокой строки x.

Определение. Строковая последовательность x называется примитивной, если максимально возможное значение порядка r = 1.

Определение. Строковая последовательность x называется периодической, если r ≠ 1.

Определение. Длину слова x (количество символов в нем) будем обозначать через |x|.
Теорема. Слово x = ur имеет в точности |x| / r = |u| различных сдвигов.
Пример. Слово (abc)2 = abcabc имеет в точности три различных циклических сдвига:

abcabc, bcabca, cabcab
Следствие. Любое примитивное слово w имеет в точности |w| различных сдвигов.

Определение. Гранью строки x называется любой собственный префикс этой строки, равный суффиксу x.

Определение. Непустая строка w на упорядоченном алфавите называется линдонским словом, если w < Rj(w) для всех 
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. То есть линдонским называется слово, которое лексикографически меньше всех своих циклических сдвигов.
Пример. Строка, состоящая из одной буквы, является линдонским словом. Строки ab и aabab являются линдонскими, а aba и baa – нет.

Определение. Строка x называется кратной, если она представима в виде x = ur, где r > 1.

Теорема. Если строка x некратная, то все ее циклические сдвиги различные.

Следствие 1. У некратной строки существует только один сдвиг, являющийся линдонским словом.
Следствие 2. Множество всех линдонских слов на данном упорядоченном алфавите А совпадает со множеством всех канонических форм, которые не являются кратными.
Пример. Рассмотрим множество линдонских слов в алфавите {0, 1}. Для каждой длины слова отсортированы лексикографически.

	длина слова
	линдонские слова
	количество линдонских слов

	0
	ε
	0

	1
	0, 1
	2

	2
	01
	1

	3
	001, 011
	2

	4
	0001, 0011, 0111
	3

	5
	00001, 00011, 00101, 00111, 01011, 01111
	6


Количество линдонских слов длины n на алфавите из k символов задается формулой
Lk(n) = 
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Пример. L2(3) = 
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L2(5) = 
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Пример. Расположим все 14 линдонских слов длины не более 5 в лексикографическом порядке: 0, 00001, 0001, 00011, 001, 00101, 0011, 00111, 01, 01011, 011, 0111, 01111, 1.

Теорема. Каждое линдонское слово примитивно.
Доказательство. Следует доказать, что не существует линдонских слов, которые имели бы непустые грани. Предположим противное. Пусть существует такое линдонское слово w, что w = us = tu, где s и t – непустые строки. Очевидно, что |s| = |t|. Из определения линдонского слова следует, что us = w < ut, а также tu = w < su. Получаем два противоречивых неравенства: s < t и t < s.
Теорема. Строковая последовательность w будет линдонским словом тогда и только тогда, когда для любого непустого суффикса v строки w выполняется неравенство w < v.

Доказательство. Достаточность. Если w = uv < v для непустых строк u и v, то uv < vu.
Теорема. Пусть w1 и w2 являются линдонскими словами. Тогда строка w1w2 будет линдонским словом в том, и только в том случае, когда w1 < w2.

Необходимость следует из того, что w1 < w1w2 < w2.

Пример. Слова abc и aab являются линдонскими. Поскольку aab < abc, то aababc будет линдонским, а abcaab нет.

Определение. Пусть x – непустая строковая последовательность на упорядоченном алфавите А. Декомпозиция x = w1w2…wk называется линдонской, если все wi являются линдонскими словами, которые удовлетворяют неравенствам w1 ≥ w2 ≥ w3 ≥ … ≥ wk.
Теорема. Для любой непустой строковой последовательности x на упорядоченном алфавите существует линдонская декомпозиция, причем единственная.

Итерационный алгоритм построения линдонской декомпозиции. Пусть длина строки x равна n. Рассмотрим начальную декомпозицию x = 
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 = xi (1 ≤ i ≤ n) представляют собой отдельные буквы. Хотя все факторы являются линдонскими словами, сама декомпозиция не обязательно будет линдонской, так как возможны неравенства 
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 для некоторых индексов j. Поскольку объединение 
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 будет линдонским словом, то объединим такие факторы, получив новую декомпозицию x = 
[image: image18.wmf]1

1

2

1

1

1

...

n

w

w

w

. Здесь каждый фактор 
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 является линдонским словом и n1 < n. Если опять существуют последовательные факторы, для которых  
[image: image20.wmf]1

j

w

 < 
[image: image21.wmf]1

1

+

j

w

, то объединяем их. Получим линдонскую декомпозицию x = 
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. Продолжаем процесс объединения последовательных факторов пока не получим декомпозицию x = 
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. Эта последняя декомпозиция и будет линдонской.
Пример. Рассмотрим слово x = abcabcaba. Начальной декомпозицией будет (a) (b) (c) (a) (b) (c) (a) (b) (a). Объединяем последовательные факторы, первый из которых строго меньше второго. Получим (ab) (c) (ab) (c) (ab) (a). Еще можно произвести объединение, получив (abc) (abc) (ab) (a). Эта декомпозиция будет линдонской, так как abc ≥ abc ≥ ab ≥ a.
Пример. Рассмотрим слово x = abcabcabd. Получим: 

(a) (b) (c) (a) (b) (c) (a) (b) (d) = (ab) (c) (ab) (c) (ab) (d) = (abc) (abc) (abd) = (abc) (abcabd) =

(abcabcabd)

То есть само слово abcabcabd является линдонским.

Определение. Нормальной формой NF(x) строки x будем называть ее представление в виде x = uru’, где u – образующая подстрока строки x минимальной длины, u’ – собственный префикс подстроки u, а r ≥ 1. Будем говорить, что подстрока u порождает строку x.

Пример. NF(“abcabcab”) = (abc)2ab, NF(“abcabcac”) = abcabcac, NF(“ababab”) = (ab)3, NF(“abcd”) = abcd, NF(“aaaaa”) = (a)5.

Определение. Обозначим через L множество линдонских слов. Обозначим через L* множество всех строк, порожденными линдонскими словами.

Пример. Подстрока abc порождает строки (abc)a, (abc)2ab, (abc)3, (abc)23a.

Пример. Рассмотрим линдонское слово aab. Тогда (aab)ra ( L*, но (aab)ra  L. Также, например, (aab)raa ( L* и (aab)raa  L для всякого r ≥ 1.

Определение. В честь Чена, Фокса и Линдона (Chen, Fox, Lyndon) линдонскую декомпозицию строки x будем обозначать через CFL(x).

Пример. CFL(abc) = abc, CFL(aaa) = (a) (a) (a), CFL(abcabca) = (abc) (abc) (a).

АЛГОРИТМ ДЮВАЛЯ
Алгоритм Дюваля  находит для заданной строки s длины n декомпозицию Линдона за время O(n) с использованием O(1) памяти.

На каждом шаге алгоритма Дюваля входная строка s рассматривается как конкатенация трех факторов s1s2s3, где

· подстрока s1 является перфиксом s, для которой CFL(s1) уже вычислено.
· подстрока s2 уже просмотрена алгоритмом, но CFL для нее еще не вычислена. Она представляет собой строку, порожденную некоторым линдонским словом. То есть s2 ( L*.
· подстрока s3 является суффиксом s, которая еще не обрабатывалась алгоритмом.

Будем поддерживать следующие указатели:
· i – указатель на начало строки s2.

· j – указатель на начало строки s3.

· k – указатель на текущий символ в строке s2, с которым производится сравнение.

void Duval(string &s)

{

  int n = (int) s.length();

  int i = 0;

Продолжаем, пока вся строка s не перейдет в s1.

  while (i < n) 

  {

    int j = i + 1, k = i;

Если sk = sj, то можно дописать символ sj к строке s2, сохранив условие s2sj ( L*. Увеличиваем k и j на единицу.

Если sk < sj, то строка s2sj станет линдонским словом. Увеличиваем j на единицу, а k передвигаем обратно на i.

Если sk > sj, то строка s2sj не будет ни линдонским словом, ни порожденной каким-либо линдонским словом. s2 = uru’ имеет вид нормальной формы. Разбиваем ее на линдонские слова u, u, …, u (r раз) плюс остаток u’. Все линдонские слова u выводим (переводим в строку s1), а остаток u’ вместе с символом sj возвращаем в s3. Длина линдонского слова u равна j – k.
    while (j < n && s[k] <= s[j]) 

    {

      if (s[k] < s[j]) k = i;

      else k++;

      j++;

    }

    while (i <= k) 

    {

      printf("%s ",s.substr(i, j-k).c_str());

      i += j - k;

    }

  }

}

Пример. Рассмотрим процесс декомпозиции строки xyabcabcad. Пусть на данный момент уже имеем декомпозицию s1 = xy, s2 = abc, s3 = abcade.
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Нормальная форма s2 = (abc)2a. Имеем: b = sk < sj = d, после добавления sj = d к s2 получим линдонское слово s2 = abcabcad. Указатель k откатывается назад к началу слова s2, становится равным i.
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Наименьший циклический сдвиг
Пусть имеется строка s длины n. Построим для строки s + s декомпозицию Линдона. Найдем линдонское слово wi, которое начинается в позиции, меньшей n (в первом экземпляре строки s), а заканчивается в позиции, большей или равной n (во втором экземпляре строки s). Утверждается, что позиция начала этого слова и будет началом наименьшего циклического сдвига (следует из определения декомпозиции Линдона).

string min_cyclic_shift (string s) 

{

  s += s;

  int n = (int) s.length();

  int i = 0, ans = 0;

  while (i < n/2)

  {

    ans = i;

    int j = i + 1, k = i;

    while (j < n && s[k] <= s[j]) 

    {

      if (s[k] < s[j]) k = i;

      else k++;

      j++;

    }

    while (i <= k)  i += j - k;

  }

  return s.substr (ans, n/2);

}

Пример. CFL(abcabca) = (abc) (abc) (a), наименьший циклический сдвиг aabcabc.

CFL(xyabcabcaba) = (xy) (abc) (abc) (ab) (a), наименьший циклический сдвиг aababcabc.

http://theory.cs.uvic.ca/inf/neck/NecklaceInfo.html
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