Матч 327, Квадратные уравнения (QuadraticEquations)
Дивизион 1, Уровень 2
Заданы пять целых чисел: x, y, d, z, k. Необходимо найти количество уравнений вида at2 + bt + c = 0, для которых значение (x + y
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) / z является корнем, причем -k  a, b, c  k. Искомые уравнения не обязательно должны быть квадратными, так как любой из их коэффициентов  a, b или c может равняться 0.
Класс: QuadraticEquations
Метод: long howMany(int x, int y, int d, int z, int k)
Ограничения: -1000  x, y, z  1000, z  0, 1  d  1000, 0  k  106.
Вход. Пять целых чисел x, y, d, z, k.
Выход. Количество уравнений, уравнений вида at2 + bt + c = 0, для которых значение (x + y
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) / z является корнем, -k  a, b, c  k.
Пример входа
	x
	y
	d
	z
	k

	5
	1
	3
	4
	30

	5
	1
	3
	4
	10

	-1
	3
	3
	2
	1000000


Пример выхода

3
1
153847
РЕШЕНИЕ
математика
Положив Y = y2 * d, можно перейти от корня (x + y
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) / z к корню (x + 
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) / z, таким образом сузив область поиска. Далее следует рассмотреть два случая в зависимости от того, является ли Y полным квадратом. 

1. Y не является полным квадратом. Теория полиномов гласит, что если (x + 
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) / z является иррациональным корнем уравнения второй степени, то это уравнение имеет еще только один сопряженный корень, равный (x – 
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) / z. Зная оба корня, можно записать и само уравнение:
(t –  (x + 
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) / z) (t – (x – 
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) / z) = 0,
которое после упрощений примет вид:
t2 – 2xt / z + (x2 - Y) / z2 = 0 или z2t2 –  2zxt + x2 – Y = 0
2. Y является полным квадратом. Положим X = x + 
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, тогда корнем уравнения является рациональное число X / z. Пусть p / q – рациональный корень уравнения с наименьшим знаменателем. Тогда at2 + bt + c делится на qt – p. Пусть ut – v является вторым делителем квадратного тричлена. Докажем, что u и v являются целыми.
Исходя из выше сказанного, имеет место равенство:
at2 + bt + c = (qt – p) (ut – v) = qu t2 – (pu + qv)t + pv
Откуда a = qu, b = – (pu + qv), c = pv. Покажем, что a делится на q, а c делится на p. Тем самым докажем что u и v – целые. Поскольку p / q является корнем трехчлена, то 
a (p / q)2 + b (p / q) + c = 0, ap2 / q2 + b * p / q + c = 0, ap2 + b * p * q + cq2 = 0
Рассмотрев последнее уравнение по модулю q, получим: ap2 = 0 (mod q). Поскольку p и q взаимно простые, то a = 0 (mod q) и a делится на q. Аналогично взяв последнее уравнение по модулю p, получим cq2 = 0 (mod p) или c = 0 (mod p). То есть c делится на p.
ПРОГРАММА
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