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USACO JAN08 Problem 'tower' Analysis

by Jeffrey Wang

This problem, known as the "minimum dominating set problem" in a tree, has a nice greedy solution. Note that the graph in the problem is indeed a tree because it has V-1 edges. We say a vertex is dominated by a set of vertices if it is either in the set or adjacent to a vertex in the set. The algorithm is as follows: 

(1) Keep track of a set of vertices S.
(2) Root the tree at an arbitrary node.
(3) Visit the vertices of the tree with a postorder traversal.
(4) At each vertex, if it is not dominated by S, add it and all of its neighbors to S.
(5) Once the traversal is done, visit the vertices in S in the reverse order that they were added.
(6) At each vertex, if S is still a dominating set when the vertex is removed, then do so. 

The vertices left in S form a minimum dominating set. For a proof of why this works, see http://www.cs.clemson.edu/~bcdean/greedy_tree_dom.swf. 

Note that the running time of this algorithm is very good, O(N), since each vertex is visited once in the postorder traversal and each vertex is added to S at most once. Checking whether a vertex can be removed can also be done efficiently by keeping track of how many vertices in S it is adjacent to. An implementation of this algorithm is shown below. 

#include <stdio.h>

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

int N, c[10100], p[10100];

vector <vector <int> > E;

vector <int> B;

void traverse(int v)

{

     for(int i=0; i<E[v].size(); i++)

         if(p[v] != E[v][i]) { p[E[v][i]] = v; traverse(E[v][i]); }

     if(c[v] == 0)

     {

         B.push_back(v); c[v]++;

         for(int i=0; i<E[v].size(); i++)

         {

             c[E[v][i]] += 2; B.push_back(E[v][i]);

             for(int j=0; j<E[E[v][i]].size(); j++) c[E[E[v][i]][j]]++;

         }

     }

}

int main()

{

    FILE* in = fopen("tower.in", "r");

    FILE* out = fopen("tower.out", "w");

    fscanf(in, "%d", &N);

    E.resize(N);

    for(int i=0; i<N; i++) { p[i] = -1; c[i] = 0; }

    int u, v;

    for(int i=0; i<N-1; i++)

    {

        fscanf(in, "%d %d", &u, &v);

        E[u-1].push_back(v-1);

        E[v-1].push_back(u-1);

    }

    traverse(0);

    int numRemove = 0;

    for(int i=B.size()-1; i>=0; i--)

    {

        bool canRemove = (c[B[i]] > 1);

        for(int j=0; j<E[B[i]].size(); j++)

            canRemove = canRemove && (c[E[B[i]][j]] > 1);

        if(canRemove)

        {

            c[B[i]]--;

            for(int j=0; j<E[B[i]].size(); j++) c[E[B[i]][j]]--;

        }

        numRemove += canRemove;

    }

    fprintf(out, "%d\n", B.size()-numRemove);

}

USA's Michael Cohen writes: 

There is actually another simple O(N) solution to this problem. The problem states that every vertex has a tower or is adjacent to a vertex with a tower; since the graph is a tree (it is connected and has N-1 edges) this is equivalent to the statement that for any vertex there is a tower on that vertex, its parent, or one of its children. 

If the tree is divided into subtrees, the only connections that exists in the tree as a whole but not the subtrees are those between the root of the tree and the roots of the subtrees. This means that only the roots of the subtrees need to be considered when merging subtrees into the tree as a whole. By this logic, there are 3 possible types of valid subtrees: 

· Subtrees without a tower on their root or any of its immediate children. These subtrees are only valid if their parent has a tower on its root. 

· Subtrees without a tower on their root but with a tower on at least one immediate child. These subtrees are always valid, but do not give tower coverage to their parent. 

· Subtrees with a tower on their root. These subtrees are always valid and are sufficient to cover their parent as well. 

If we know for each subtree the overall smallest number of towers to make that subtree valid, the smallest number of towers to make it valid and of type 2 or type 3, and the smallest number of towers to make it a valid type 3 tower, we can then generate these numbers for the whole tree. The problem can then be solved by recursively subdividing the tree (a valid entire tree is a valid subtree of type 2 or 3), and since each vertex and each edge will be processed only one, it is linear time. 

Эта задача, известная как "построение минимального доминирующего множества" на дереве, имеет приятное жадное решение. Отметим, что граф в задаче, действительно, дерево, потому что он имеет V-1 ребёр. 
Вершина доминирует множество вершин, если она либо в наборе или рядом с вершиной в наборе. 

Алгоритм заключается в следующем:
(1) Следите за множество вершин С.
(2) Корневая дерева в произвольном узле.
(3) Посетить вершин дерева обратном порядке обхода.
(4) В каждой вершине, если оно не доминирует S, добавить его и все его соседи С.
(5) После обхода будет сделано, посещение вершин в S в обратном порядке, что они были добавлены.
(6) В каждой вершине, если S-прежнему доминирующее множество вершин, когда удаляется, то сделать это.
Вершин оставили в форме S минимальным доминирующим множеством. Для доказательства того, почему это работает, см. http://www.cs.clemson.edu/~bcdean/greedy_tree_dom.swf
Обратите внимание, что время работы этого алгоритма O(N), так как каждая вершина посещается один раз в обратном порядке обхода и каждая вершина добавляется в S также не более одного раза. Проверка на вершине может быть удален также может быть сделано эффективно, отслеживая, сколько вершин в S он примыкает к. 
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Существует на самом деле еще ​​одно простое за O(N) решение этой задачи. В задаче сказано, что каждая вершина имеет башню или примыкает к вершине с башней, так как граф является деревом (это связано и N-1 ребер) это равносильно тому, что для любой вершины есть башня на этой вершине, его родителей, или одного из ее детей.
Если дерево делится на поддеревья, только соединения, которая существует в дерево в целом, а не те, поддеревьев между корнем дерево и корни поддеревьев. Это означает, что только корни поддеревьев необходимо учитывать при объединении поддеревьев в дерево в целом. По этой логике, Есть три возможных типа действительны поддеревья:
• Поддеревья без башни на их основе или любого из его непосредственных потомков. Эти поддеревья действительны только, если их родитель башни на корню.
• Поддеревья без башни на их основе, но с башней, по крайней мере один непосредственный ребенок. Эти поддеревья всегда справедливо, но не дают башни покрытие их родителей.
• поддеревья с башни на их основе. Эти поддеревья всегда действительны и являются достаточными для покрытия своих родителей, а также.
Если мы знаем, для каждого поддерева общей наименьшее количество башен, чтобы сделать это поддерево в силе, наименьшее число башни, чтобы сделать его действительным и типа 2 или типа 3, а наименьшее количество башен, чтобы сделать его действительным типа 3 башни, мы можем генерировать эти числа для всего дерева. Задача может быть решена путем разделения рекурсивно дерева (действительна всего дерева является допустимым поддерево типа 2 или 3), и так как каждая вершина и каждое ребро будет обработаны только один, то это делается за линейное время.
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Description:

Farmer John has decided to give each of his cows a cell phone in hopes to encourage their social interaction. This, however, requires him to set up cell phone towers on his N (1 ≤ N ≤ 10,000) pastures (conveniently numbered 1..N) so they can all communicate.

Exactly N-1 pairs of pastures are adjacent, and for any two pastures A and B (1 ≤ A ≤ N; 1 ≤ B ≤ N; A ≠ B) there is a sequence of adjacent pastures such that A is the first pasture in the sequence and B is the last. Farmer John can only place cell phone towers in the pastures, and each tower has enough range to provide service to the pasture it is on and all pastures adjacent to the pasture with the cell tower.

Help him determine the minimum number of towers he must install to provide cell phone service to each pasture.

Input:

* Line 1: A single integer: N
* Lines 2..N: Each line specifies a pair of adjacent pastures with two space-separated integers: A and B
Output:

* Line 1: A single integer indicating the minimum number of towers to install

Example Input:

5

1 3

5 2

4 3

3 5

Example Output:

2

Source
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/*

problem: pasture (USACO 2008 JAN GOLD tower)

solution: Alexey Cherepanov

A' sis 2009 august

*/

#include <cstdio>

#include <cstring>

#include <vector>

#include <cassert>

using namespace std;

const int MAXN=100000+10;

int been[MAXN];

vector<int> g[MAXN];

int dp[MAXN][3];//не покрыто, покрыто не поставлено, поставлено

void dfs(int u,int p){

    assert(been[u]==0);

    been[u]=1;

    int i,v;

    dp[u][0]=1;

    int e=0;

    for(i=0;i<(int)g[u].size();i++){

        v=g[u][i];

        if(v==p) continue;

        dfs(v,u);

        dp[u][0]+=dp[v][2];

        e+=dp[v][1];

    }

    dp[u][1]=dp[u][0];

    for(i=0;i<(int)g[u].size();i++){

        v=g[u][i];

        if(v==p) continue;

        dp[u][1]=min(dp[u][1],e-dp[v][1]+dp[v][0]);

    }

    dp[u][2]=dp[u][0];

    dp[u][2]=min(dp[u][2],e);

}

int main(){

    freopen("pasture.in","r",stdin);

    freopen("pasture.out","w",stdout);

    int n,i,u,v;

    scanf("%d",&n);

    assert(n>=1&&n<=100000);

    if(n==1) {printf("1");return 0;}

    for(i=0;i<n-1;i++){

        scanf("%d%d",&u,&v);

        assert(u>=1&&u<=100000);

        assert(v>=1&&v<=100000);

        u--;v--;

        g[u].push_back(v);

        g[v].push_back(u);

    }

    memset(been,0,sizeof(been));

    dfs(0,-1);

    for(i=0;i<n;i++)

        assert(been[i]);

    //for(i=n-10;i<n;i++)

      //  fprintf(stderr,"%d %d %d\n",dp[i][0],dp[i][1],dp[i][2]);

    printf("%d",dp[0][1]);

    return 0;

}
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