ЗАНЯТИЕ 1
http://acm.uva.es/problemset/
147. Доллары (динамическое программирование).
369. Комбинации (комбинаторика, вычисление биномиального коэффициента).

10104. Задача Евклида (теория чисел, расширенный алгоритм Евклида).
10288. Купоны (теория вероятности).
10299. Родственники (теория чисел, функция Эйлера).
10774. Повторяющийся Иосиф (математика)
10790. Сколько точек пересечения? (комбинаторика)
10943. Как Вы прибавляете? (динамическое программирование).
ТЕОРИЯ
Расширенный алгоритм Евклида, биномиальный коэффициент, функция Эйлера.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Элементарная математика:
113 (вычисление 
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p

).
10127 (единицы).
10300 (суммирование, экологическая премия).
10302 (сумма кубов чисел).
10812 (победить распространение, система линейных уравнений).
10970 (инвариант, разрезание шоколадки).
674 (динамическое программирование, аналог 147).

10179 (теория чисел, функция Эйлера, аналог 10299).
Примечание: в условии 10179 ошибка. Следует читать: A fraction m / n is basic if 
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 and it is irreducible if gcd(m, n) = 1.
147. Доллары

Валюта Новой Зеландии состоит из купюр 100$, 50$, 20$, 10$, 5$ и монет 2$, 1$, 50c, 20c, 10c, 5c. Необходимо определить количество способов, которыми можно составить заданную сумму. Например, 20 центов можно представить четырьмя способами: 20, 10 + 10, 10 + 5 + 5, 5 + 5 + 5 + 5.

Вход. Состоит из нескольких действительных чисел, представляющих собой денежную сумму в долларах. Каждая входная сумма не более 300.00$ и кратна 5 центам. Последний тест содержит сумму 0.00 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста вывести денежную сумму, выровненную справа в поле длины 6, и число способов ее представления, выровненную справа в поле длины 17.

Пример входа

0.20

2.00

0.00

Пример выхода

  0.20                4

  2.00              293
Анализ алгоритма

Обозначим через f(k, n) количество способов составить сумму n из первых k номиналов монет. Оно равно количеству способов составить сумму n первыми (k – 1) номиналами плюс количество способов составить сумму (n – ak) k номиналами. Имеем соотношение:

f(k, n) = f(k – 1, n) + f(k, n – ak)

	k \ n
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	f[k - 1, n]
	

	
	f[k, n – ak]
	
	
	f[k, n]
	

	
	
	
	
	
	


Изначально положим f(0, 0) = 1, f(n, 0) = 0, n > 0.

Пример

Сумму s = 20 можно выдать 4 способами: 

1) 20

2) 10 + 10

3) 10 + 5 + 5

4) 5 + 5 + 5 +5

	
	k \ n
	0
	5
	10
	15
	20

	начало
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	c = 5
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	c = 10
	2
	1
	1
	2
	2
	3

	c = 20
	3
	1
	1
	2
	2
	4


Остальные номиналы не повлияют на результат для суммы в 20 центов.
369. Комбинации

Сколькими способами можно выбрать m из n вещей?

Вход. Каждая строка содержит два числа n и m. Перед первым, после первого и после второго числа может находиться произвольное количество пробелов. Известно, что 5  n, m  100, m  n.

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке фразу: “N things taken M at a time is C exactly.”. Значение C равно количеству способов, которыми можно выбрать m из n вещей. Известно, что значение C помещается в 32-битовом типе int. 
Пример входа

     100  6

      20  5

      18  6

       0  0

Пример выхода

100 things taken 6 at a time is 1192052400 exactly.

20 things taken 5 at a time is 15504 exactly.

18 things taken 6 at a time is 18564 exactly.

Анализ алгоритма

Значение биномиального коэффициента 
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По условию задачи значение 
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 не больше 231 – 1, но в процессе вычислений значения текущих переменных могут выходить за границы типа int. Поэтому для временных переменных будем использовать 64-битовый тип long long. Если значение m близко к n, следует воспользоваться свойством 
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, чтобы не получить Time Limit.

10104. Задача Евклида

Со времен Евклида известно, что для любых положительных a и b существуют такие целые x и y, что ax + by = d, где d – наибольший общий делитель a и b. По заданным a и b найти x, y, d.

Вход. Каждая строка содержит два числа a и b, разделенных пробелом (a, b  109).

Выход. Для каждого теста вывести три числа x, y, d, разделенных пробелом. Если существует несколько пар x и y, то вывести ту пару, для которой x  y и выражение |x| + |y| минимально.

Пример входа

4 6

17 17

5 3
Пример выхода

-1 1 2

0 1 17

-1 2 1
Анализ алгоритма

Пусть для положительных целых чисел a и  b (a > b) известно g = НСД(b, a mod b), а также числа x’ и y’, для которых

g = x’ * b + y’ * (a mod b)

Поскольку a mod b = a - 
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g = x’ * b + y’ * (a - 
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[image: image12.wmf]ú

û

ú

ê

ë

ê

b

a

) * b = x * a + y * b,

где обозначено x = y’, y = x’ - y’ *  
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Пусть gcdext(int a, int b, int *d, int *x, int *y) – функция, которая по входным числам a и b находит d = НСД(a, b) и такие x, y что d = a * x + b * y. Для поиска неизвестных x и y необходимо рекурсивно запустить функцию gcdext(b, a mod b, d, x, y) и пересчитать значения x и y по выше приведенной формуле. Рекурсия заканчивается, когда b = 0. При b = 0 НОД(a, 0) = a и a = a * 1 + 0 * 0, поэтому полагаем x = 1, y = 0.

Пример

Рассмотрим третий тест. Вычисление НОД(5, 3) и нахождение соответствующих x, y произведем в таблице:
	a
	b
	x
	y

	5
	3
	-1
	2

	3
	2
	1
	-1

	2
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	0


Из таблицы находим, что НОД(5, 3) = 5 * (-1) + 3 * 2 = 1.

10288. Купоны

Имеется n разнотипных купонов и бесконечное количество закрытых коробок. В каждой коробке лежит один купон некоторого типа. Из каждой коробки с равной вероятностью можно извлечь купон любого типа. Какое ожидаемое количество коробок необходимо открыть, чтобы иметь хотя бы по одному купону каждого типа?

Вход. Каждая строка содержит число n (1  n  33), количество типов купонов.

Выход. Для каждого значения n вывести ожидаемое число коробок, которое надо открыть, чтобы иметь купоны всех типов. Если искомое число коробок целое, то вывести его. Если результат не целый, то вывести его целую часть, пробел, и дробную часть как показано в примере. Дробную часть результата представлять несократимой дробью.

Пример входа

2

5

17

Пример выхода

3 

   5

11 --

   12

   340463

58 ------

   720720

Анализ алгоритма

Предположим, что у Вас уже имеется n – k разных купонов. Обозначим через ak ожидаемое количество коробок, которое следует открыть для того чтобы собрать недостающие k разных купонов. С вероятностью (n – k) / n купон в следующей коробке будет бесполезным, а с вероятностью k / n он будет того типа, которого у Вас еще нет. Имеем соотношение:

ak = (1 + ak) * 
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Раскроем скобки и выразим ak через ak-1:

ak = 
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Рекуррентность можно расписать в виде:

ak = 
[image: image17.wmf]k

n

 + ak-1 = 
[image: image18.wmf]k

n

 + 
[image: image19.wmf]1

-

k

n

 + ak-2 = 
[image: image20.wmf]k

n

 + 
[image: image21.wmf]1

-

k

n

 + 
[image: image22.wmf]2

-

k

n

+  ak-3 = … =

= 
[image: image23.wmf]k

n

 + 
[image: image24.wmf]1

-

k

n

 + 
[image: image25.wmf]2

-

k

n

+ … + 
[image: image26.wmf]1

n

 + a0 = n * 
[image: image27.wmf]å

=

k

i

i

1

1


Ответом задачи будет значение an – ожидаемое количество коробок, которое следует открыть для того чтобы собрать недостающие n разных купонов:

an = n * 
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Для вывода результата в требуемом формате остается реализовать суммирование при помощи рациональных чисел. Для сокращения дробей будем использовать функцию gcd, вычисляющую наибольший общий делитель.
Пример

a2 = 2 * (1 + 
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 ) = 3,

a3 = 3 * (1 + 
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10299. Родственники

По заданному положительному целому числу n вычислить количество чисел, меньших n и взаимно простых с n.

Вход. Каждая входная строка содержит число n (n  1.000.000.000). Число n = 0 является концом входных данных и не обрабатывается.

Выход. Для каждого входного числа вывести ответ на вопрос, поставленный в условии задачи. 

Пример входа

7

12

0

Пример выхода

6

4

Анализ алгоритма

Сведенной системой вычетов Zn* называется множество натуральных чисел, меньших n и взаимно простых с n. Ответом на поставленный вопрос будет мощность (количество элементов) множества Zn*. Известно, что |Zn*| = (n), где  – функция Эйлера. Если n = 
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 – разложение числа n на простые множители, то

(n) = n * (1 – 1/p1) * (1 – 1/p2) * … * (1 – 1/pt)

При этом следует помнить, что для n = 1 ответом будет 0 (не существует ни одного целого положительного числа, меньшего 1).

Пример

Рассмотрим второй тест. Сведенная система вычетов по модулю 12 имеет вид: Z12* = {1, 5, 7, 11}, ее мощность равна |Z12*| = 4. Этот же результат можно получить, вычислив функцию Эйлера: (12) = (22 * 3) = 12 * (1 – 1/2) * (1 – 1/3) = 12 * (1/2) * (2/3) = 4.

10774. Повторяющийся Иосиф

По кругу стоят n людей, занумерованных от 1 до n. Начиная отсчет с первого и двигаясь по кругу, будем казнить каждого второго человека до тех пор пока не останется один. Пусть этот выживший имеет номер x. Расставим по кругу x людей и повторим процедуру, после которой выживет человек с номером y. И так далее до тех пор, пока номер выжившего не станет равным первоначальному количеству людей в текущем раунде.

Например, при n = 5 последовательно будут казнены 2, 4, 1, 5. Выживет номер 3. Он не равен 5 (количеству людей в раунде), поэтому следует повторить процедуру. Для n = 3 казнены будут 2, 1. Выживет человек с номером 3, равным n. Процедура заканчивается.

Вход. Входные данные состоят из нескольких тестов. Каждый тест в одной строке содержит одно число n (0 < n  30000)

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке его номер как указано в примере, количество повторений процедуры казни после первой итерации и номер выжившего в конце процедуры. 

Пример входа

2

13

23403
Пример выхода

Case 1: 2 7

Case 2: 8 1023

Анализ алгоритма

Пусть n – количество людей в круге. Обозначим через f(n) номер последнего уцелевшего. Положим f(1) = 1. 

Если n = 2 * k – четное, то после прохода первого круга будут удалены люди с четными номерами: 2, 4, ..., 2 * k. Останутся люди с нечетными номерами, а отсчет продолжаем с номера 1. Это все равно, что если бы у нас было k людей, а номер каждого удвоился и уменьшился на 1. То есть получим соотношение f(2 * k) = 2 * f(k) - 1.


Если n = 2 * k + 1 – нечетное, то после прохода первого круга будут удалены люди с четными номерами 2, 4, ..., 2 * k, а жертва с номером 1 уничтожается сразу же после жертвы с номером 2 * k. Остается k людей с номерами 3, 5, 7, …, 2 * k + 1. Это все равно, что люди занумерованы от 1 до k, только номер каждого удвоился и увеличился на 1. Получаем соотношение: f(2 * k + 1) = 2 * f(k) + 1.

Объединяя полученные соотношения, получим рекуррентность:

f(1) = 1

f(2 * k) = 2 * f(k) – 1, k  1

f(2 * k + 1) = 2 * f(k) + 1, k  1

Теорема. Значение f(n) получается путем циклического сдвига двоичного представления n влево на один бит. Например, f(100) = f(11001002) = 10010012 = 73. 

Многократное применение функции f порождает последовательность убывающих значений, достигающих неподвижной точки n такой что f(n) = n. Число n будет состоять из одних единиц со значением 2v(n) – 1, где v(n) – количество единиц в бинарном представлении числа n.

Пример

Рассмотрим входные данные для второго теста. При n = 13 последовательно будут казнены 2, 4, 6, 8, 10, 12, 1, 5, 9, 13, 7, 3. Выживет номер 11. Он не равен 13 (количеству людей в раунде), поэтому следует повторить процедуру. Для n = 11 казнены будут 2, 4, 6, 8, 10, 1, 5, 9, 3, 11. Выживет человек с номером 7, равным n. При n = 7 выживет номер 7. После первой итерации проведено еще 2 повторения процедуры казни.

10790. Сколько точек пересечения?

Имеются две параллельные прямые. На одной из них выбрано a точек, на другой – b точек. Любые две точки с разных прямых соединены отрезком. Точки на прямых выбраны так, что количество точек пересечения образованных отрезков максимально. Вычислить это количество точек пересечения.

Вход. Каждая входная строка содержит два числа a и b (0  a 20000, 0  b 20000). Обработка данных заканчивается, когда a = b = 0.

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке его номер и максимально возможное количество точек пересечения отрезков. Результат каждого теста помещается в 64 – битовое число без знака.

Пример входа

2 2

2 3

3 3

0 0

Пример выхода

Case 1: 1

Case 2: 3

Case 3: 9

Анализ алгоритма

Обозначим через f(a, b) искомое количество точек пересечения. Очевидно, что f(1, b) = 0, так как при a = 1 никакие два отрезка не пересекаются:



Рассмотрим общий случай. Пусть x1, x2, …, xa – точки на первой прямой,  y1, y2, …, yb – точки на второй прямой. Соединим точку x1 с точками y1, y2, …, yb. На отрезке x1y1 точек пересечения не будет. На отрезке x1y2 будут лежать точки пересечения с отрезками y1x2, y1x3, …, y1xa (всего a – 1 точек). На отрезке x1yj будут лежать точки пересечения с отрезками yixk, где i < j, 2  k  a (всего (j – 1) * (a – 1) точек). Количество точек пересечения, которые лежат на отрезках исходящих из x1, равно (0 + 1 + 2 + … + (b – 1)) * (a – 1) = b * (b – 1) / 2 * (a – 1).


Итак, из f(a, b) точек b * (b – 1) / 2 * (a – 1) точек лежат на отрезках исходящих из x1, а остальные точки лежат на отрезках с концами в x2, …, xa. Имеем рекуррентное соотношение:

f(a, b) = b * (b – 1) / 2 * (a – 1) + f(a – 1, b)

Развернув его, получим:

f(a, b) = b * (b – 1) / 2 * (a – 1) + f(a – 1, b) = 

b * (b – 1) / 2 * (a – 1) + b * (b – 1) / 2 * (a – 2) + f (a – 2, b) = ... = 

b * (b – 1) / 2 * (a – 1) + b * (b – 1) / 2 * (a – 2) +  ... + b * (b – 1) / 2 * 1 = 

b * (b – 1) / 2 * a * (a – 1) / 2

Таким образом, максимальное количество точек пересечения равно
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Пример

Рассмотрим второй тест, для которого a = 2, b = 3. Максимально возможное количество точек пересечения отрезком равно 3 и показано на рисунке:


10943. Как Вы прибавляете?

По заданному целому n установить количество его разбиений на k неотрицательных слагаемых. Например, для n = 20 и k = 2 существует 21 разбиение: 0 + 20, 1 + 19, 2 + 18, ..., 19 + 1, 20 + 0.

Вход. Каждая строка содержит два целых числа n и k (1  n, k  100). Последний тест содержит n = k = 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста вывести количество разбиений числа n на k неотрицательных слагаемых. Ответ выводить по модулю 1000000.

Пример входа

20 2

20 2

0 0

Пример выхода

21

21

Анализ алгоритма

Обозначим через f(n, k) количество разбиений числа n на k неотрицательных слагаемых. Если при разбиении числа n на k неотрицательных слагаемых последнее (k - ое) слагаемое равно i (0  i  n), то далее число n – i следует разбить на k – 1 слагаемых, что можно совершить f(n – i, k – 1) способами. Поскольку 0  i  n, то общее число разбиений f(n, k) равно f(n, k – 1) + f(n – 1, k – 1) + f(n – 2, k – 1) + … f(1, k – 1) + f(0, k – 1). Или то же самое что

f(n, k) = 
[image: image37.wmf]å

=

-

-

n

i

k

i

n

f

0

)

1

,

(


Очевидно, что f(n, 1) = 1, так как  количество способов разбить число n на одно слагаемое равно единице (этим слагаемым будет само число n). Имеет место соотношение f(0, k) = 1, так как единственным разложением числа 0 на k слагаемых будет 0 = 0 + 0 + … + 0 (k раз). Заведем массив m, в котором положим m[k, n] = f(n, k), 1  k, n  100. Индексы массива m и функции f переставлены для удобства программирования: очередная k - ая строка массива m пересчитывается через предыдущую (k – 1) - ую строку.

Решив рекуррентное соотношение, можно получить:
f(n, k) = 
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Пример

Для n = 20 и k = 2 существует 21 разбиение: 0 + 20, 1 + 19, 2 + 18, ..., 19 + 1, 20 + 0.

Для начальных значений n, k таблица m[k, n] имеет вид:

	k \ n 
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	2
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	3
	1
	3
	6
	10
	15
	21

	4
	1
	4
	10
	20
	35
	56
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