ЗАНЯТИЕ 2
http://acm.uva.es/problemset/
280. Вершина (графы, алгоритм Флойда - Уоршела).
294. Делители (теория чисел, вычисление количества делителей числа)
374. Большой модуль (вычисление 
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 за время O(log p)).
10004. Раскраска двумя цветами (графы, поиск в глубину)
10078. Галерея искусств (геометрия, проверка многоугольника на выпуклость)
10405. Наибольшая общая подпоследовательность (динамическое программирование).

10673. Игра с округлением вниз и вверх (теория чисел, расширенный алгоритм Евклида).

11173. Коды Грея (рекурсия).
ТЕОРИЯ
Расширенный алгоритм Евклида, рекурсия и итерация, геометрия, поиск в глубину.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Элементарная геометрия:
10432 (многоугольник в окружности).

10678 (смотрящая корова, площадь эллипса).
11152 (разноцветные цветы).
10192. Каникулы (динамическое программирование, НОП, аналог 10405).

280. Вершина

В ориентированном графе найти вершины, недостижимые из заданных вершин.

Вход. Первая строка содержит количество вершин в графе n (1  n  100). Каждая следующая строка содержит последовательность чисел i, a1, …, ak, 0 (оканчивающуюся нулем), описывающую ребра i  a1, i  a2, ... i  ak. Описание ребер завершается строкой из единственного нуля. Следующая строка содержит количество исследуемых вершин вместе с их номерами. Далее идет описание следующего графа. Описание графов заканчивается строкой из одного нуля. 

Выход. Для каждой исследуемой вершины в отдельной строке вывести количество недостижимых из нее вершин, а также номера этих вершин. 

Пример входа

3

1 2 0

2 2 0

3 1 2 0

0

2 1 2

0
Пример выхода

2 1 3

2 1 3

Анализ алгоритма

Построим матрицу смежности графа c. Запустим алгоритм Флойда – Уоршела поиска всех путей в графе. Для вершины i недостижимыми будут те вершины j, для которых будет c[i][j] =  после выполнения алгоритма Флойда – Уоршела. Сложность алгоритма O(n3).

Пример

Рассмотрим заданный в условии пример, изобразим граф:


В примере исследуются две вершины: первая и вторая. Как из первой, так и со второй вершины невозможно попасть в первую и третью вершину.

294. Делители

В интервале [L; U] найти число, которое имеет наибольшее количество делителей.

Вход. Первая строка содержит количество тестов n. Каждая из следующих n строк содержит два числа L и U – границы интервала (1  L  U  1000000000, 0  U – L  10000).

Выход. Для каждого теста вывести число из интервала [L; U], которое имеет наибольшее количество делителей.

Пример входа

3

1 10

1000 1000

999999900 1000000000

Пример выхода

Between 1 and 10, 6 has a maximum of 4 divisors.

Between 1000 and 1000, 1000 has a maximum of 16 divisors.

Between 999999900 and 1000000000, 999999924 has a maximum of 192 divisors.

Анализ алгоритма

Следует перебрать все числа интервала [L; U], для каждого вычислить количество его делителей. Число, имеющее наибольшее число делителей, вывести на печать.

Если n  = 
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, то число n имеет (a1 + 1) * (a2 + 1) * … * (ak + 1) делителей.
374. Большой модуль

По заданным b, p, m вычислить значение выражения bp mod m.

Вход. Содержит несколько тестов. Числа b, p, m находятся в отдельных строках. Известно, что 0  b, p  2147483647, 1  m  46340.

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке значение bp mod m.

Пример входа

3

18132

17

17

1765

3

2374859

3029382

36123

Пример выхода

13

2

13195

Анализ алгоритма

Из ограничений на входные данные следует, что в процессе вычисления достаточно использовать тип данных int. Возведение в степень bp будем производить с логарифмической временной сложностью O(log p) используя алгоритм, базирующийся на двоичном разложении показателя степени p:

bp = 
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Пример

Для вычисления значения из первого теста 318132 (mod 17) следует представить показатель степени в двоичной системе исчисления: 1813210 = 1000110110101002. Далее 318132 (mod 17) = 316384 * 31024 * 3512 *  3128 *  364 *  316 *  34 (mod 17) = 13.

Для второго теста 171765 (mod 3) = (17 mod 3) 1765 (mod 3) = 2 1765 (mod 3) = 2. 

10004. Раскраска двумя цветами

Имеется связный неориентированный граф. Определить, можно ли покрасить его вершины двумя цветами так, чтобы никакие две соседние вершины не были покрашены одним цветом.

Вход. Состоит из нескольких тестов. Первая строка каждого теста содержит количество вершин n (1 < n < 200) в графе. Вторая строка содержит количество ребер l. Каждая из следующих l строк содержит два числа – номера вершин графа, соединенные ребром. Вершины графа нумеруются числами от 0 до n – 1. Последняя строка содержит n = 0 и не обрабатывается. 
Выход. Для каждого теста вывести строку “BICOLORABLE.”, если вершины графа можно раскрасить требуемым образом, и “NOT BICOLORABLE.” иначе.

Пример входа

3

3

0 1

1 2

2 0

9

8

0 1

0 2

0 3

0 4

0 5

0 6

0 7

0 8

0

Пример выхода
NOT BICOLORABLE.

BICOLORABLE.

Анализ алгоритма

Для решения задачи воспользуемся поиском в глубину. Изначально вершины не просмотрены, пометим их все цветом 0. По мере прохождения по вершинам будем красить их в два цвета: 1 и 2. Если текущая вершина имеет цвет i (i = 1, 2), то следующую вершину, в которую мы попадаем при поиске в глубину, красим в цвет 3 – i. При этом проверяем, чтобы две соседние вершины не были покрашены в одинаковый цвет.

10078. Галерея искусств

Галерея имеет вид простого многоугольника. Точка внутри галереи называется критической, если из нее не видны все точки галереи.
[image: image4.png]Tanepes 1 Tanepen 2




В галерее 1 точка А критическая. Вторая галерея критических точек не имеет. Необходимо установить, имеет ли заданная галерея хотя бы одну критическую точку.

Вход. Состоит из нескольких тестов. Первая строка каждого теста содержит количество вершин n (3  n  50) многоугольника. Каждая из следующих n строк содержит координаты вершин (x, y) многоугольника, 0  x, y  1000. Вершины галереи заданы в порядке ее обхода. Никакие три последовательные точки не лежат на одной прямой.

Выход. Для каждой галереи вывести “Yes”, если она содержит критическую точку и “No” иначе.

Пример входа

4

0 0

3 0

3 3

0 3

4

0 0

3 0

1 1

0 3

0

Пример выхода

No
Yes
Анализ алгоритма

Галерея не имеет критических точек, если она имеет вид выпуклого многоугольника. Рассмотрим движение по границе многоугольника. Если во всех вершинах происходит поворот в одну и ту же сторону (влево или вправо), то многоугольник выпуклый. Рассмотрим три последовательные вершины A, B, C. В точке B имеет место левый поворот (движение происходит против часовой стрелки), если AB  BC > 0 и правый, когда AB  BC < 0. Для каждой точки Xi+1 с координатами (xi+1, yi+1) (i = 1, …, n-1, нумерация точек начинается с нуля) следует вычислить значение векторного произведения и определить направление поворота в ней:

XiXi+1  Xi+1Xi+2 = 
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Координаты n входных точек X0, …, Xn-1 хранятся в ячейках массивов с индексами от 0 до n – 1. Положим Xn = X0, Xn+1 = X1. При i = n – 1 находится поворот в точке Xn = X0, вычисляется векторное произведение Xn-1Xn  XnXn+1 = Xn-1X0  X0X1.

10405. Наибольшая общая подпоследовательность

По заданным двум символьным последовательностям найти длину наибольшей общей подпоследовательности. Например, длина наибольшей общей подпоследовательности последовательностей abcdgh и aedfhr равна 3.

Вход. Состоит из пар строк. Первая строка содержит первую последовательность, а вторая строка – вторую последовательность. Каждая входная последовательность содержит не более 1000 символов.

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке длину наибольшей общей подпоследовательности.

Пример входа

a1b2c3d4e

zz1yy2xx3ww4vv

abcdgh

aedfhr

abcdefghijklmnopqrstuvwxyz

a0b0c0d0e0f0g0h0i0j0k0l0m0n0o0p0q0r0s0t0u0v0w0x0y0z0

abcdefghijklmnzyxwvutsrqpo

opqrstuvwxyzabcdefghijklmn

Пример выхода

4

3

26

14

Анализ алгоритма

Пусть f(n, m) – длина наибольшей общей подпоследовательности (НОП) последовательностей x1x2…xn и y1y2…ym.

Если xn  ym, то ищем НОП среди x1x2…xn-1 и y1y2…ym, а также среди x1x2…xn и y1y2…ym-1. Большую из них возвращаем: 

f(n, m) = max( f(n, m – 1), f(n – 1, m) )

Если xn = ym, то ищем НОП среди x1x2…xn-1 и y1y2…ym-1:

f(n, m) = 1 + f(n – 1, m – 1)

Значения f(n, m) будем хранить в массиве c[0..1000, 0..1000], где c[0][i] = c[i][0] = 0.

Каждая следующая строка массива с[i][j] вычисляется через предыдущую. Поэтому для нахождения ответа достаточно держать в памяти только две строки длины 1000.

Пример

Пусть X = abcdgh, Y = aedfhr. Наибольшей общей подпоследовательностью будет adh, ее длина равна f(6, 6) = 3. 

	c
	X
	a
	b
	c
	d
	g
	h

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Y
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	A
	1
	0
	1 (a)
	1
	1
	1
	1
	1

	E
	2
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	D
	3
	0
	1
	1
	1
	2 (d)
	2
	2

	F
	4
	0
	1
	1
	1
	2
	2
	2

	H
	5
	0
	1
	1
	1
	2
	2
	3 (h)

	R
	6
	0
	1
	1
	1
	2
	2
	3


10673. Игра с округлением вниз и вверх

Теорема. Для двух целых чисел x и k всегда существуют такие целые p и q, что 

x = p
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По заданным x и k необходимо найти хотя бы одну такую пару p и q.

Вход. Первая строка содержит количество тестов t (1  t  1000). Каждая следующая строка содержит два положительных целых числа x и k (x, k < 108).

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке два числа: p и q. Если таких пар существует несколько, то вывести одну из них. Значения p
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 и q
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 помещаются в 64-битовый целый тип.

Пример входа

3

5 2

40 2

4 6

Пример выхода

-5 5
0 2
0 4
Анализ алгоритма

Если x нацело делится на k, то 
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 = x / k. Выбрав p = 0, q = k, получим: 0 * (x / k) + k * (x / k) = x. Пусть x не делится на k. Если n = 
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, то m = 
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 = n + 1. Поскольку НОД(n , m) = НОД(n , n + 1) = 1, то исходя из расширенного алгоритма Евклида, существуют такие целые t и u, что 1 = tn + um. Помножив равенство на x, получим x = xtn + xum, откуда p = xt, q = xu.

Пример

Для первого теста имеет место соотношение: 5 = (-5) * 
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 = (-5) * 2 + 5 * 3.

11173. Коды Грея

Бинарные коды Грея генерируются следующим образом. Рассмотри последовательность

0

1

-

Отобразим строки вниз относительно горизонтальной черты, припишем к первой половине строк спереди 0, а ко второй отображенной половине 1. Получим последовательность:

00
01
11
10
Продолжая процесс, на следующем шаге получим последовательность из 8 чисел. Справа от кода находится его десятичное значение.

000 0
001 1
011 3
010 2
110 6
111 7
101 5
100 4

Приведенные последовательности называются кодами Грея длины n = 1, 2, 3. Всего существует 2n разных кодов длины n. Каждые два соседних кода отличаются одним битом.

Вход. Первая строка содержит количество тестов (не более 250000). Каждая следующая строка содержит два числа: n (1  n  30) и k (0  k < 2n).

Выход. Для каждого теста вывести число, которое находится в k - ой позиции последовательности кодов Грея длины n.
Пример входа

14

1 0

1 1

2 0

2 1

2 2

2 3

3 0

3 1

3 2

3 3

3 4

3 5

3 6

3 7

Пример выхода

0

1

0

1

3

2

0

1

3

2

6

7

5

4

Анализ алгоритма

Запишем рекурсивную функцию find(n, k), которая будет находить число в k - ой позиции последовательности кодов Грея длины n. Если значение k лежит в первой части последовательности (k < 2n-1), то следует искать число, стоящее в k - ой позиции кодов Грея длины n – 1. Иначе воспользуемся симметрией при построении кодов Грея: результат будет равен 2n-1 плюс число, стоящее в (2n –  k – 1) - ой позиции кодов Грея длины n – 1.
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