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612. Сортировка ДНК

Величиной строки будем называть количество инверсий в ней. В задаче требуется отсортировать набор строк одинаковой длины по неубыванию их величин.

Вход. Первая строка содержит количество тестов M, после которой следует пустая строка. Первая строка каждого теста содержит длину n (0 < n  50) и количество m (0 < m  100) строк. Далее следуют m строк длины n. Входные тесты разделяются пустой строкой.

Выход. Для каждого теста вывести последовательность строк от «наиболее отсортированных» до «наименее отсортированных», то есть по неубыванию количества инверсий в них. Для строк с одинаковым числом инверсий сохранить входной порядок. Между тестами выводить пустую строку.

Пример входа

1

10 6

AACATGAAGG

TTTTGGCCAA

TTTGGCCAAA

GATCAGATTT

CCCGGGGGGA

ATCGATGCAT

Пример выхода

CCCGGGGGGA

AACATGAAGG

GATCAGATTT

ATCGATGCAT

TTTTGGCCAA

TTTGGCCAAA

Анализ алгоритма

Для каждой строки вычислим число инверсий в ней. Это число вместе с самой строкой храним в структуре DNA. Выполняем стабильную сортировку строк в порядке неубывания числа инверсий в них и выводим результат.

10301. Кольца и клей

На полу расположено n колец. Все точки пересечения колец смазаны клеем. При этом ни одно из колец не приклеено к полу. Необходимо найти и поднять конструкцию, содержащую наибольшее количество колец. Все кольца являются абсолютно тонкими.
Вход. Каждый тест начинается количеством колец на полу n (0  n < 100). Каждая из следующих n строк содержит координаты центра кольца и его радиус. Последний тест содержит n = –1 и не обрабатывается.
Выход. Для каждого теста в отдельной строке вывести наибольшее количество колец, находящихся в одной конструкции.

Пример входа

4

0.0 0.0 1.0

-1.5 -1.5 0.5

1.5 1.5 0.5

-2.0 2.0 3.5

3

3.0 2.0 2.0

0.0 -0.5 1.0

0.0 0.0 2.0

5

-2.0 0.0 1.0

1.0 -1.0 1.0

0.0 1.0 0.5

2.0 0.0 1.0

-1.0 1.0 1.0

-1
Пример выхода

The largest component contains 4 rings.

The largest component contains 2 rings.

The largest component contains 3 rings.

Анализ алгоритма

Рассмотрим неориентированный граф, где каждому кольцу соответствует вершина. Между двумя вершинами присутствует ребро, если соответствующие им кольца пересекаются. В задаче необходимо найти компоненту связности с наибольшим количеством вершин.

Реализуем систему непересекающихся множеств. Объявим массив deg, значение deg[i] будет содержать количество элементов во множестве, в котором находится вершина i, если  i – представитель множества, и deg[i] = 0 иначе. Остается найти и вывести максимальное значение в массиве deg.
10496. Сбор датчиков

Карел – робот, живущий в прямоугольной системе координат размером не более чем 20  20. Карел может двигаться по вертикали и горизонтали, за один ход попадая из точки (x, y) в одну из соседних (x, y + 1), (x, y – 1), (x + 1, y), (x – 1, y). В мире Карела расположено не более 10 датчиков. Роботу необходимо собрать их, совершив минимальное число передвижений, и при этом вернуться в конце работы на исходную позицию.

Вход. Первая строка содержит число тестов. Первая строка каждого теста содержит размеры координатной системы. Далее следуют два числа, описывающих начальную позицию Карела. В третьей строке каждого теста находится количество датчиков n, за которой следуют n строк с координатами датчиков.

Выход. Для каждого теста вывести наименьшее количество ходов, за которое Карел соберет все датчики и вернется на первоначальное место.

Пример входа

1

10 10

1 1

4

2 3

5 5

9 4

6 5
Пример выхода

The shortest path has length 24
Анализ алгоритма

Поскольку количество n датчиков не более 10, сгенерируем все возможные перестановки чисел от 1 до n (их будет не более чем 10! = 3628800). Каждая перестановка будет указывать на последовательность сбора датчиков. Например, при n = 4 перестановка (4, 3, 1, 2) указывает на то, что сначала следует забрать датчик с номером 4, потом – с номером 3, затем 1 и 2. Для каждой перестановки (варианта сбора датчиков) вычисляем число передвижений робота, за которое он эти датчики соберет. Из всех возможных перестановок выбираем ту, которой соответствует минимальное количество ходов робота. 

Робот может попасть из точки (x1, y1) в точку (x2, y2) минимум за |x2 – x1| + |y2 – y1| передвижений.

Пример

В мире Карела, имеющего размер 10  10, расположено 4 датчика. Начальное положение Карела обозначено буквой «К», датчики обозначены кругами. Робот может собрать датчики минимум за 24 хода. Путь сбора показан жирной линией: (1, 1) – (1, 3) – (5, 3) – (5, 5) – (9, 5) – (9, 1) – (1, 1). Если датчики перенумеровать в том порядке, в котором они даны в примере (первый датчик имеет координаты (2, 3), четвертый – (6, 5)), то оптимальной последовательности их сбора соответствует перестановка (1, 2, 4, 3).
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10539. Почти простые числа

Натуральное число называется почти простым, если оно не простое и имеет только один простой делитель. Найти количество почти простых чисел в заданном интервале натуральных чисел.

Вход. Первая строка содержит количество тестов n (n 600). Каждая следующая строка является отдельным тестом и содержит два числа low и high (0 < low  high < 1012).

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке количество почти простых чисел в промежутке [low.. high] включительно.

Пример входа

3

1 10

1 20

1 5

Пример выхода

3

4

1
Анализ алгоритма

Почти простые числа имеют вид pk,  где p – простое число, k  2. Например, почти простыми будут 4, 8, 16, 32, 9, 81, … . Поскольку high < 1012, то исходя из определения почти простого числа p < 106. Сгенерируем массив primes длины 1000000 = 106, для которого primes[i] = 1 если  i – простое число и primes[i] = 0 иначе. Далее сгенерируем и отсортируем в массиве m все почти простые числа (их будет 80071). Обозначим через f(a, b) количество почти простых чисел в промежутке [a..b]. Тогда f(low, high) = f(1, high) - f(1, low - 1). Количество почти простых чисел на промежутке [1 .. n] равно номеру места (индексу), куда можно вставить число n в отсортированный массив m по верхней границе с учетом сохранения упорядоченности. Номер индекса ищется бинарным поиском по массиву m при помощи функции upper_bound.

Пример

Рассмотрим второй тест. От 1 до 20 находится 4 почти простых числа: 4, 8, 9, 16.

10976. Снова дроби?

Для заданного k (k > 0) найти все такие x, y (x  y), для которых 
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Вход. Состоит из не более чем 100 тестов. Каждая строка содержит натуральное число k (k  10000).

Выход. Для каждого теста вывести количество пар (x, y), удовлетворяющих равенству. Вывести все найденные пары (x, y), как показано в примере, отсортировав значения x по убыванию.

Пример входа

2

12

Пример выхода

2

1/2 = 1/6 + 1/3

1/2 = 1/4 + 1/4

8

1/12 = 1/156 + 1/13

1/12 = 1/84 + 1/14

1/12 = 1/60 + 1/15

1/12 = 1/48 + 1/16

1/12 = 1/36 + 1/18

1/12 = 1/30 + 1/20

1/12 = 1/28 + 1/21

1/12 = 1/24 + 1/24

Анализ алгоритма

Поскольку x  y, то 
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  
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. Откуда 
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 или 2k  y. Поскольку обе дроби 
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 и 
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 положительны, то 
[image: image14.wmf]k

1

 > 
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, откуда y > k или y  k + 1. Перебираем все возможные значения y (k + 1  y  2k), для каждого y находим соответствующее значение x из равенства 
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 – 
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. Получаем x = 
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 и проверяем, является ли x целым. Если x – целое, то выводим найденную пару (x, y).

Пример

Рассмотрим второй тест, где k =12. Перебираем 13  y  24. Каждому y соответствует x = 
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, их значения приведены в таблице:

	y
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

	x
	156
	84
	60
	48
	204/5
	36
	228/7
	30
	28
	264/10
	276/11
	24


Все пары (x, y), для которых y целое, являются решениями исходного уравнения. Таких пар 8.

11001. Ожерелье

Люди из некоторого племени делают ожерелья из глины. Все кольца одного ожерелья имеют одинаковый диаметр. Толщина каждого кольца одинакова. Например, ниже представлено ожерелье из четырех колец:

[image: image21.png]



Пусть V – первоначальный объем глины, из которой делается ожерелье, V0 – объем глины, теряемый в процессе выпекания. Диаметр D каждого кольца равен 

D = 
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Если V  V0, то ни одно кольцо не может быть сделано. Рассмотрим пример, в котором V = 10, V0 = 1. Если делать из глины одно кольцо, то его диаметр будет равен D = 0.3
[image: image23.wmf]1

10

-

 = 0.9. При изготовлении двух колец глину следует разделить на две части, объем каждой из которых равен V / 2 = 5. Из каждого куска можно сделать кольцо диаметром D = 0.3
[image: image24.wmf]1

5

-

 = 0.6. Диаметр всего ожерелья будет равен 0.6 * 2 = 1.2. 

В задаче необходимо найти такое количество колец, при изготовлении которых ожерелье будет иметь максимальную длину.

Вход. Каждая строка состоит из двух чисел: V (0 < V 60000) и V0 (0 < V0  600). Последний тест содержит V = V0 = 0 и не обрабатывается. 

Выход. Для каждого теста вывести количество колец, при котором ожерелье будет иметь максимальную длину. Если ожерелье сделать невозможно, или искомое число колец определяется не однозначно, то вывести 0.

Пример входа

10 1

10 2

0 0

Пример выхода

5

0

Анализ алгоритма

Пусть ожерелье будет самым длинным, если оно содержит n колец. Диаметр каждого кольца равен 

D = 0.3
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Длина всего ожерелья d равна 

d = D * n = 0.3
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Значение d будет максимальным, когда функция f(n) = Vn – V0n2 принимает наибольшее значение. Приравняем производную к 0: f’(n) = V – 2V0n = 0, откуда n = V / 2V0. Поскольку n является целым, то искомым n может быть как значение 
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. Вычисляем длину ожерелий при этих значениях n и находим наибольшую. Если длины одинаковы, то выводим 0 (число колец определяется не однозначно). Проверяем также возможность выпечки n колец из исходного количества глины: если V  V0 * n, то сделать ожерелье невозможно.
11026. Задача группирования

Имеется n чисел. Выберем из них группу из k элементов. Две группы считаются разными, если существует хотя бы один элемент, который принадлежит одной группе и не принадлежит другой. Группирующей системой будем называть множество всех возможных групп. Например, из четырех элементов a, b, c, d можно составить шесть групп по два элемента. Группирующей системой для множества {a, b, c, d} и k = 2 будет множество {ab, ac, ad, bc, bd, cd}.

Похожестью группирующей системы называется число, равное сумме произведений всех элементов групп, взятой по модулю m. Похожесть для представленного выше примера для k = 1 равна F1 = (a + b + c + d) mod m. Для k = 2 похожесть равна F2 = (ab + ac + ad + bc + bd + cd) mod m.

Для заданного множества чисел и среди всех всевозможных k = 1, …, n найти похожесть Fk с максимальным значением.

Вход. Первая строка каждого теста содержит числа n (2  n  1000) и m (1  m  231). Следующая строка содержит n положительных целых чисел. Все числа не более 1000. Последний тест содержит n = m = 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста вывести значение максимальной похожести среди всех возможных групп.

Пример входа

4 10

1 2 3 4

4 100

1 2 3 4

4 6

1 2 3 4

0 0

Пример выхода

5

50

5

Анализ алгоритма

Пусть а1, a2, …, an – заданные n чисел. Обозначим через Fik (i  k) сумму всех возможных произведений по k чисел, взятых среди первых i чисел a1, …, ai. Построим следующую таблицу Fik:

	i \ k
	1
	2
	3

	1
	a1
	
	

	2
	a1 + a2
	a1a2
	

	3
	a1 + a2 + a3
	a1a2 + a1a3 + a2a3
	a1a2a3


Имеют место следующие рекуррентные соотношения:

Fi1 = F(i-1)1 + ai, Fii = F(i-1) (i-1) * ai, 1  i  n
Fik = F(i-1)k + F(i-1) (k-1) * ai, 1  i  n, 1 < k < i
Значения каждой следующей строки пересчитываются через значения предыдущей строки, поэтому в памяти достаточно хранить один линейный массив d размера 1000. При этом пересчет значений i - ой строки следует начинать с конца: сначала вычислить Fii, потом Fi(i-1) и так далее до Fi1. Все вычисления следует проводить по модулю m.

Пример

Рассмотрим первый тест. Построим две таблицы: вычисления во второй будут производиться по модулю m = 10, а в первой – нет.

	i \ k
	1
	2
	3
	4
	
	i \ k
	1
	2
	3
	4

	1
	1
	
	
	
	
	1
	1
	
	
	

	2
	3
	2
	
	
	
	2
	3
	2
	
	

	3
	6
	11
	6
	
	
	3
	6
	1
	6
	

	4
	10
	35
	50
	24
	
	4
	0
	5
	0
	4


Ответом является максимальное число в четвертой строке второй таблицы.

11064. Теория чисел

Для заданного натурального числа n найти количество таких m, что 1  m  n и НОД(m, n)  1, НОД(m, n)  m. 

Вход. Каждая строка содержит натуральное число n (0 < n < 231).

Выход. Для каждого входного n вывести количество таких m, которые удовлетворяют выше описанным условиям.

Пример входа

1

2

6

2147000000

Пример выхода

0

0

1

1340599805

Анализ алгоритма

Из числа n следует вычесть количество взаимно простых с ним чисел, которое равно функции Эйлера (n), и количество его делителей (если m является делителем n, то НОД(m, n) = m). При этом число 1 будет одновременно и взаимно простым с n и делителем n. Поэтому к полученной разности следует прибавить 1. Если n = 
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 – разложение числа n на простые множители, то оно имеет d(n) = (k1 + 1) * (k2 + 1) * … * (kt + 1) делителей. 

Таким образом, количество искомых значений m для заданного n равно 

n – (n) – d(n) + 1
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