ЗАНЯТИЕ 6
http://acm.uva.es/problemset/
348. Оптимальное умножение матриц (динамическое программирование)
558. Червячные дыры (графы, алгоритм Беллмана - Форда)
10026. Задача сапожника (жадный алгоритм)
10041. Семья Вито (сортировка)
10999. Кребс (полный перебор)
11105. Полупростые H-числа (решето Эратосфена)
11155. Будьте эффективными (обработка последовательности)
11186. Вписанные треугольники (геометрия, комбинаторика)
348. Оптимальное умножение матриц

Для умножения матрицы А размера x  y на матрицу В размера y  z следует выполнить x * y * z операций. Необходимо вычислить произведение матриц A1 * A2 * … * An, сделав при этом минимальное количество операций умножения.

Рассмотрим пример. Пусть имеются три матрицы со следующими размерами: X – 5  10, Y – 10  20, Z – 20  35. 
Перемножим матрицы в последовательности ((X Y) Z):

·  XY: 5 * 10 * 20 = 1000 операций, получим при этом матрицу размера 5  20;

·  ((X Y) Z): 5 * 20 * 35 = 3500 операций;

·  Общее число умножений равно 4500.

Перемножим матрицы в последовательности (X (YZ)):

·  YZ: 10 * 20 * 35 = 7000 операций, получим при этом матрицу размера 10  35;

·  (X (YZ)): 5 * 10 * 35 = 1750 операций;

·  Общее число умножений равно 8750.

Таким образом, для минимизации числа умножений следует перемножить матрицы в последовательности ((X Y) Z).

Вход. Первая строка каждого теста содержит количество перемножаемых матриц n (n  10). Далее следуют n строк, каждая из которых содержит два числа – размер матрицы Ai (1  i  n).

Выход. Следует перемножить матрицы A1 * A2 * …* An., произведя наименьшее количество умножений. Оптимальный порядок перемножения матриц вывести согласно формату, приведенному ниже.

Пример входа

3

1 5

5 20

20 1

3

5 10

10 20

20 35

6

30 35

35 15

15 5

5 10

10 20

20 25

0
Пример выхода

Case 1: (A1 x (A2 x A3))

Case 2: ((A1 x A2) x A3)

Case 3: ((A1 x (A2 x A3)) x ((A4 x A5) x A6))
Анализ алгоритма

Обозначим через Aij произведение матриц Ai * Ai+1 * … * Aj-1 * Aj (1  i  j  n), через    m[i, j] минимальное количество умножений, необходимое для вычисления Aij. Стоимость вычисления всего произведения A1n будет храниться в m[1, n]. Значения m[i, i] = 0, поскольку Aii = Ai и для его нахождения вычисления не нужны. 

Количество столбцов матрицы Ai равно количеству строк матрицы Ai+1. Это значение хранится в p[i]. Количество строк матрицы А1 находится в p[0], а количество столбцов An – в p[n].

Предположим, что при оптимальной расстановке скобок в произведении Ai * … * Aj последней операцией умножения будет (Ai * … * Ak ) * (Ak+1 * … * Aj). Значение m[i, j] равно сумме минимальной стоимости вычислений Aik и Ak+1j плюс стоимость умножения этих двух матриц:

m[i, j] = m[i, k] + m[k+1, j] + p[i-1] * p[k] * p[j]

При этом число k может принимать только j – i разных значений: i, i + 1, …, j – 1. Поскольку только одно из них является оптимальным, то необходимо перебрать все эти значения и выбрать наилучшее. Получим рекуррентную формулу:

m[i, j] = 
[image: image1.wmf]ï

î

ï

í

ì

<

-

+

+

+

=

£

£

)

 

],

[

*

]

[

*

]

1

[

]

,

1

[

]

,

[

(

min

 

,

0

1

-

j

k

i

j

i

j

p

k

p

i

p

j

k

m

k

i

m

j

i


Для запоминания оптимального умножения положим s[i, j] = k, если при оптимальном вычислении Ai * … * Aj последней операцией будет умножение Ai * … * Ak на Ak+1 * … * Aj.

Пример

Рассмотрим третий тест. Данные о размерах входных матриц сохраняются в массиве p:

	30
	35
	15
	5
	10
	20
	25


Минимальная стоимость вычисления матриц Aij хранится в ячейках массива m[i, j]:

	i \ j
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	0
	15750
	7875
	9375
	11875
	15125

	2
	
	0
	2625
	4375
	7125
	10500

	3
	
	
	0
	750
	2500
	5375

	4
	
	
	
	0
	1000
	3500

	5
	
	
	
	
	0
	5000

	6
	
	
	
	
	
	0


Соответствующие значения матрицы s:

	i \ j
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	0
	1
	1
	3
	3
	3

	2
	0
	0
	2
	3
	3
	3

	3
	0
	0
	0
	3
	3
	3

	4
	0
	0
	0
	0
	4
	5

	5
	
	
	
	
	0
	5

	6
	
	
	
	
	
	0


Для умножения шести входных матриц достаточно выполнить m[1,6] = 15125 операций  умножения. Оптимальная последовательность умножений имеет вид:

A16 = (s[1,6] = 3) = A13 * A46 = 

(s[1,3] = 1, s[4,6] = 5) = (A11 * A23) * (A45 * A66) = 

(s[2,3] = 2, s[4,5] = 4) = (A11 * (A22 * A33 ) ) * ((A44 * A55) * A66) =

(A1 * (A2 * A3 ) ) * ((A4 * A5) * A6)

558. Червячные дыры

Червячная дыра – это односторонний тоннель, соединяющий две звездные системы. Время движения по тоннелю мгновенно, но при этом можно попасть либо в будущее, либо в прошлое на определенное число лет. Тоннели соединяют только разные звездные системы. Известно, что из Солнечной системы можно попасть в любую другую звездную систему. В задаче необходимо установить, можно ли землянину, двигаясь по червячным дырам, попасть в бесконечное прошлое.

Вход. Первая строка содержит количество тестов c. Первая строка каждого теста содержит число звездных систем n (1  n  1000) и число червячных дыр m (0  m  2000). Звездные системы нумеруются числами от 0 до n – 1 (Солнечная система имеет номер 0). Следующие m строк содержат три числа x, y, t (-1000  t  1000). При перемещении со звездной системы x в систему y происходит перемещение во времени на t лет. Если t > 0, то перемещение происходит в будущее, если t < 0 – то в прошлое.

Выход. Для каждого теста вывести сообщение “possible” или “not possible” в зависимости от возможности ил невозможности попасть в бесконечное прошлое.

Пример входа

2

3 3

0 1 1000

1 2 15

2 1 -42

4 4

0 1 10

1 2 20

2 3 30

3 0 -60

Пример выхода

possible

not possible

Анализ алгоритма

Если в графе существует цикл отрицательной длины, то двигаясь по нем можно попасть в бесконечное прошлое. Для проверки существования такого цикла следует воспользоваться алгоритмом Беллмана – Форда. 

Обозначим через d[v] верхнюю оценку веса кратчайшего пути из начальной вершины s в вершину v. Пусть w(u, v) – вес ребра (u, v). Релаксацией ребра (u, v) называется уменьшение значения d[v] до d[u] + w(u, v) (если второе значение меньше первого).

Relax(u, v, w)

if (d[v] > d[u] + w(u, v)) then d[v] = d[u] + w(u, v);

Изначально следует положить значения d[v] для всех v  V(G) \ {s} равными плюс бесконечности, а d[s] = 0. Это совершается в процедуре инициализации.

инициализация (G, s)

for всех вершин v V(G) do d[v] = ;

d[s] = 0;

Функция Bellman_Ford совершает релаксацию всех ребер |V(G)| – 1 раз. Если в графе присутствует цикл отрицательной длины, то по завершению предыдущей операции существует ребро (u, v), для которого выполняется неравенство d[v] > d[u] + w(u, v). Функция Bellman_Ford возвращает FALSE, если найден цикл отрицательной длины и TRUE иначе.

Bellman_Ford(G, w, s)

иницализация (G, s)

for i = 1 to |V(G)| – 1 do

  for каждого ребра (u, v) E(G) do Relax(u, v, w);

for каждого ребра (u, v) E(G) do

  if d[v] > d[u] + w(u, v) then return FALSE;

return TRUE;

Поскольку землянин стартует с Солнечной системы, то начальной будет вершина с номером 0, то есть s = 0. 

Лемма. Пусть (s, v) – длина кратчайшего пути от s до v. Пусть G(V, E) – взвешенный ориентированный граф с весовой функцией w, не содержащий циклов отрицательного веса, достижимых из s. Тогда по окончании работы процедуры Bellman_Ford будет выполняться равенство d[v] = (s, v) для всех вершин v, достижимых из s.

Лемма. Если в графе существует цикл отрицательной длины, то существует ребро (u, v), для которого выполняется неравенство d[v] > d[u] + w(u, v).

Доказательство. Пусть (v0, v1, …, vk = v0) – цикл отрицательной длины, достижимый из исходной вершины, но при этом d[vi+1]  d[vi] + w(vi, vi+1) для всех i = 0, 1, …, k – 1. Сложив эти k неравенств, и сократив на 
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. Последнее неравенство противоречит тому что (v0, v1, …, vk = v0) является циклом отрицательной длины. Сокращаемая сумма 
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 конечна, так как все вершины vi достижимы.

Пример

Рассмотрим первый пример. Граф содержит 3 вершины. Проводим два раза релаксацию всех ребер.


         начальное состояние                       граф после первой релаксации всех ребер


                           граф после второй релаксации всех ребер

Для ребра (2, 1) имеет место неравенство: d[1] > d[2] + w(2, 1) (1000 > 1015 – 42). Значит существует цикл отрицательной длины, в который входит ребро (2, 1). Таким циклом будет 1 – 2 – 1 и его величина равна 15 – 42 = -27.

Во втором тесте циклов отрицательной длины нет.

10026. Задача сапожника

Сапожнику необходимо выполнить n работ. Для каждой i - ой работы известно время ее выполнения Ti и штраф Si, который каждый день должен платить сапожник до тех пор, пока он не отдаст i - ую работу заказчику. Найти последовательность выполнения работ, при которой сумма штрафа будет минимальной.

Вход. Первая строка содержит количество тестов, за которой следует пустая строка. Первая строка каждого теста содержит число работ n (1  n  1000). Следующие n строк содержат характеристики работ Ti (1  Ti  1000) и Si (1  Si  10000). Тесты отделяются друг от друга пустой строкой.

Выход. Для каждого теста вывести порядок работ, при котором сумма штрафа минимальна. При существовании нескольких оптимальных порядков работ выводить лексикографически наименьший. Выходные данные последовательных тестов разделять пустой строкой.

Пример входа

1

4

3 4

1 1000

2 2

5 5

Пример выхода

2 1 3 4

Анализ алгоритма

Рассмотрим две работы с характеристиками T1, S1 и T2, S2. Если сначала будет выполняться первая работа, а потом вторая, то сумма штрафа составит

S1 * T1 + S2 * (T1 + T2)
Если за второй будет выполняться первая работа, то в качестве штрафа следует заплатить 
S2 * T2 + S1 * (T1 + T2)
Рассмотрим, при каком условии сумма штрафа при выполнении работ 1, 2 лучше, нежели при выполнении работ в порядке 2, 1:

S1 * T1 + S2 * (T1 + T2) < S2 * T2 + S1 * (T1 + T2)
Раскроем скобки и приведем подобные:
S2 * T1 < S1 * T2
Или то же самое, что 
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Пусть теперь имеется n работ. Если существуют i - ая и j - ая работы, для которых Ti / Si > Tj / Sj, то поменяв их местами в последовательности выполнения, мы уменьшим общую сумму штрафа. Таким образом, для минимизации штрафа следует отсортировать работы по неубыванию отношения времени их выполнения к сумме штрафа. 

В случае равенства отношения (Ti / Si = Tj / Sj), работы следует сортировать по возрастанию их номеров.
Пример

Отсортируем работы по неубыванию отношения времени их выполнения к сумме штрафа:
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Получим соответственно оптимальный порядок выполнения работ, указанный в примере.

10041. Семья Вито

У Вито большая семья в Нью-Йорке. Он хочет поселиться на улице, суммарное расстояние от которой до улиц проживания его родственников минимальна.

Вход. Первая строка содержит количество тестов. Каждый тест задается одной строкой. Первое число в строке содержит число родственников n (0 < n < 500), за которым идут номера их улиц s1, s2, …, sn (0 < si < 30000). Расстояние между улицами с номерами si и sj равно dij = |si – sj|. На одной улице могут проживать несколько родственников.

Выход. Для каждого теста вывести минимальное суммарное расстояние от улицы Вито до улиц его родственников. 

Пример входа

3

2 2 4 

3 2 4 6

3 3 1 7

Пример выхода

2

4

6

Анализ алгоритма

Отсортируем номера их улиц n родственников. Нумерацию индексов улиц родственников будем вести с нуля: считаем, что входными номерами улиц являются s0, s1, …, sn-1. Если Вито поселится на улице x, то суммарное расстояние от нее до родственников равно

f(x) = |x – s0| + |x – s1| + … + |x – sn-1|

Минимум функции f(x) достигается при x = s[n/2]. Таким образом, Вито должен поселиться на улице с номером s[n/2]. Вычислим суммарное расстояние от улицы s[n/2] до улиц si (1  i  n) и выведем его.

Пример

Рассмотрим третий тест. Сортируем номера улиц: 1, 3, 7. Число улиц n равно 3. Считаем, что s0 = 1, s1 = 3, s2 = 7. Номер улицы Вито равен s[n/2] = s1 = 3. Суммарное расстояние до родственников равно f(3) = |1 – 3| + |3 – 3| + |7 – 3| = 2 + 0 + 4 = 6.
10999. Кребс

Кребс – это игра, в которой следует из квадратных пластин с написанными на них буквами складывать слова. Составлять можно только слова, которые присутствуют в словаре. Каждая пластина кроме буквы содержит также количество очков, которое дается игроку при ее использовании в слове. Цена сложенного слова равна сумме очков пластин, из которых оно сложено. Процесс игры состоит в том, что игроку дают определенный набор пластин, из которых он должен сложить одно слово с наибольшей ценой. В задаче следует по заданному словарю и набору пластин составить слово с наибольшей ценой.

Вход. Первая строка содержит количество слов n (1  n  100000) в словаре. Следующие n строк описывают имеющийся словарь. Следующая строка содержит количество игр m (1  m  1000), которое следует сыграть. Каждая игра состоит из количества имеющихся на руках пластин p (1  p  10) , за которым идут p строк, описывающих пластины игрока  в формате: <буква> <количество очков>. Буквы являются прописными, количество очков у каждой буквы не меньше 0 и не больше 10.

Выход. Для каждой игры вывести слово с наибольшей ценой, которое можно сложить из имеющихся пластин.

Пример входа

2

abcd

hgfe

1

10

a 1

b 2

c 3

d 4

e 5

f 6

g 7

h 8

i 9

j 10

Пример выхода

26

Анализ алгоритма

Словарь для всех игр одинаковый, хранить будем его в структуре “множество” set<string>. Перед запоминанием слова отсортируем его буквы. Поскольку количество пластин у игрока в каждой игре не более 10, то полным перебором генерируем все слова, которые он может составить (все подмножества из имеющихся букв на пластинах), проверяем, принадлежит ли это слово словарю, и если да – то ищем среди всех таких слов то, которое имеет наибольшую цену.
11105. Полупростые H-числа

H-числами называются числа вида 4n + 1 (n – целое неотрицательное). Каждое H-число является или единицей (1), или простым,  или составным.

H-число h называется простым, если оно не единица и может быть представлено в виде произведения H-чисел единственным способом: 1 * h. Все остальные H-числа называются составными. 

Например, составными H-числами являются 5 × 5 = 25, 5 × 9 = 45, 5 × 13 = 65, 9 × 9 = 81.

Полупростыми H-числами называются составные H-числа, которые являются произведением только двух H-чисел. Например, 125 = 5 × 5 × 5 не является полупростым H-числом, так как оно является произведением трех H-чисел.

Вход. Каждая строка содержит H-число h, не большее 1000001. Последняя строка содержит 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста вывести h и количество H - полупростых чисел между 1 и h включительно.

Пример входа

21 

85

789

0

Пример выхода

21 0

85 5

789 62

Анализ алгоритма

Множество чисел вида 4n + 1 (n – целое неотрицательное) замкнуто относительно умножения. Информацию о числе 4i + 1 будем хранить в primes[i]:

primes[i] = 1, если число 4i + 1 является h простым;

primes[i] = 0, если число 4i + 1 является h составным;

При помощи решета Эратосфена заполняем массив primes. При перемножении чисел 4i + 1 и 4j + 1, хранящихся соответственно в ячейках primes[i] и primes[j], результат заносится в ячейку 4ij + i + j, соответствующую произведению (4i + 1) * (4j + 1) = 16ij + 4i + 4j + 1 = 4 * (4ij + i + j) + 1.

В массиве semi_primes отмечаем все полупростые H-числа, устанавливая равными единице значения ячеек, которым соответствуют произведения простых H-чисел. Затем заносим все сгенерированные полупростые H-числа в явном виде в массив res, где они уже отсортированы по возрастанию. 

Для выполнения запроса воспользуемся функцией upper_bound, выполняющей бинарный поиск на отсортированном массиве.

11155. Будьте эффективными

Рассмотрим целочисленную последовательность, состоящую из n элементов:

x0 = a,

xi = ((xi-1 * b) + c) % m + 1, i = 1, 2, …, n – 1.

Заданы числа a, b, c, m, n. Найти количество “последовательных подпоследовательностей”, сумма чисел которых делится на m.

Рассмотрим первый пример, в котором a = 2, b = 1, c = 2, m = 4, n = 4. Тогда x0 = 2, x1 = 1, x2 = 4, x3 = 3. Последовательными подпоследовательностями будут {2}, {2 1}, {2 1 4}, {2 1 4 3}, {1}, {1 4}, {1 4 3}, {4}, {4 3} и {3}. Из приведенных 10 подпоследовательностей сумма только двух делится на 4: {1, 4, 3} и {4}.
Вход. Первая строка содержит количество тестов t (t < 500). Каждая следующая строка является отдельным тестом и содержит пять целых чисел: a, b, c, m, n (0 
[image: image7.wmf]£

 a, b, c 
[image: image8.wmf]£

 1000, 0 < m, n 
[image: image9.wmf]£

 10000).

Выход. Для каждого теста вывести его номер и требуемый результат.

Пример входа

2

2 1 2 4 4

923 278 195 8685 793

Пример выхода

Case 1: 2

Case 2: 34

Анализ алгоритма

Находим все элементы целочисленной последовательности xi и сохраняем их в массиве x. Находим все частичные суммы построенной последовательности, взятые по модулю m. Положим

si = 
[image: image10.wmf]m
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Сумма xi + xi+1 + … + xj-1 + xj (0 
[image: image11.wmf]£

 i 
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 j 
[image: image13.wmf]£

 n – 1) делится на m тогда и только тогда, когда s[j] – s[i – 1] делится на m (здесь s[–1] считаем равным 0).

Пусть для некоторого p имеется такая возрастающая подпоследовательность индексов i1, i2, …, ip, что 
[image: image14.wmf]1
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[image: image15.wmf]2

i

s

= … = 
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. Это значит, что 
[image: image17.wmf]q

i

s

 – 
[image: image18.wmf]t

i

s

 = 0 для любых q, t (1 
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 t < q 
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 p). Любая пара 
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 взаимно однозначно определяет “последовательную подпоследовательность”, причем если разница 
[image: image22.wmf]q
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 равна 0, то сумма элементов соответствующей подпоследовательности делится на m. Таких пар будет в точности p * (p – 1) / 2.

Таким образом, количество последовательных подпоследовательностей в xi, сумма элементов которых делится на m, равно числу пар (si, sj), где si = sj и –1 
[image: image24.wmf]£

 i < j < n (s-1 всегда равно 0). Заполняем массив mod, в котором mod[k] содержит количество элементов s[i], равных k (0 
[image: image25.wmf]£

 k < m). Остается просуммировать количество указанных пар (si, sj). Оно  равно


[image: image26.wmf](

)

å

-

=

-

×

1

0

2

1

]

mod[

]

mod[

m

i

i

i


11186. Вписанные треугольники

На границе окружности с центром в начале координат и радиусом R заданы N точек. Так как все точки расположены на одной окружности, никакие три из них не колинеарны. Поэтому любые три точки образуют невырожденный треугольник. Вычислить сумму площадей всех 
[image: image27.wmf]3
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 треугольников.

Вход. Содержит не более 16 тестов. Каждый тест начинается строкой, содержащей два целых числа: количество точек N (0  N  500) и радиус окружности R (0 < R  100). Далее следуют N строк, каждая из которых описывает положение точки Pi на окружности действительным числом theta (0.00 < theta  360.00). Значение theta является углом наклона в градусах отрезка PiO к оси абсцисс (O – начало координат). То есть декартовыми координатами точки Pi будут (x, y) = (R * cos(theta), R * sin(theta)).

Последний тест содержит N = R = 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста вывести сумму площадей всех 
[image: image28.wmf]3
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 треугольников, округленную до ближайшего целого.
Пример входа

5 10

10.00

100.00

300.00

310.00

320.00

3 20

10.00

100.00

300.00

0 0

Пример выхода

286

320

Анализ алгоритма

Рассмотрим треугольник ABC. Вычислим его площадь как площадь круга минус площадь трех черных сегментов, как показано на рисунке.

[image: image29.png]



Таким образом, искомая площадь равна 
[image: image30.wmf]2
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 минус суммарная площадь сегментов, которую как далее будет показано, можно вычислить за время O(n2).
Напомним, что площадь сектора радиуса R, стягиваемого углом a, равна 
[image: image31.wmf]a
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. Площадь соответствующего сегмента равна площади сектора минус площадь равнобедренного треугольника с боковой стороной R и углом при вершине a. Таким образом, площадь сегмента равна

Sсегмента = 
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Изначально положим искомую площадь всех треугольников равной res = 
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. После чего из res будем последовательно вычитать площади сегментов.
Рассмотрим отрезок, соединяющий точки Pi и Pj (i < j). В переменной s вычислим площадь сегмента, который мы проходим при движении по окружности от точки Pi к Pj против часовой стрелки (по направлению возрастания углов).











Сегмент площади s вычитается из общей площади res столько раз, сколько точек находится между Pi и Pj со стороны сегмента площади 
[image: image36.wmf]s
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. Сегмент площади s вычитается при подсчете площадей треугольников PiPjPk, где k пробегает по точкам, расположенным от Pj до Pi при движении против часовой стрелки (k принимает значения j + 1, j + 2, …, i – 2, i – 1). Таких точек будет pnts1 =  n – (j – i + 1). Вычитаем из res pnts1 раз площадь s.

Соответственно точек со стороны сегмента площади s будет pnts2 = n – pnts1 – 2. Именно столько раз необходимо вычитать площадь сегмента 
[image: image37.wmf]s
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 из res.
Реализация алгоритма

Считаем градусную меру точек, переведем ее в радианную и занесем в ячейки массива d (d[i] содержит радианную меру i - ой точки).

double alfa, sq, d[MAX];

Пока не достигнем конца файла, читаем входные данные.

// code deleted

Заносим радианную меру точек в массив d, сортируем массив d по возрастанию.

// code deleted

В переменную res изначально заносим площадь, равную площади 
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 кругов радиуса R, то есть значение 
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. Переменной r2 присвоим значение 
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, а sq площадь одного круга, то есть 
[image: image42.wmf]2

R

p

.
// code deleted

При помощи индексов i и j совершаем перебор пар точек.

// code deleted

Вычисляем угол alfa между точками i и j, который равен d[j] – d[i]. Если alfa меньше 
[image: image43.wmf]p

, то при движении от i к j мы проходим по меньшему сегменту и его площадь равна 
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. Иначе при движении от i к j мы проходим по большему сегменту и в таком случае его площадь равна 
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, где положено 
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В обоих случаях переменной s присваивается площадь сегмента, который мы проходим при движении от Pi к Pj против часовой стрелки.

// code deleted

Количество точек points, лежащих на сегменте, площадь которого 
[image: image49.wmf]s
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, равно n – (j – i + 1). Таким образом из значения res необходимо вычесть points раз площадь сегмента s.

// code deleted

Количество точек, лежащих на сегменте площади s, равно points = n – points – 2. Площадь противоположного сегмента равна sq – s. Остается вычесть ее из res points раз.

// code deleted

Выводим на печать искомую площадь res.

// code deleted
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